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Re´sume´
Cet article est le premier d’une se´rie de trois articles consacre´s aux fonc-
tions L. Dans celui-ci nous de´finissons les fonctions L des F -modules conver-
gents ou surconvergents a` l’aide des rele`vements de Teichmu¨ller et nous
e´tablissons la me´romorphie des fonctions L des F -modules convergents dans
le disque unite´ ferme´. Wan a e´tabli la conjecture de Dwork dans une se´rie de
trois articles [W 2, W 3, W 4] ; par un the´ore`me d’isoge´nie de Katz, sa preuve
se rame`ne au cas ordinaire : nous prouvons ici, sur deux exemples explicites
lie´s aux familles de courbes elliptiques, que la filtration par les pentes d’un
F -module ordinaire surconvergent ne se remonte pas en une filtration sur-
convergente. Au passage nous montrons que le sous-F -isocristal unite´ dans
la cohomologie de de Rham de la famille de Legendre des courbes elliptiques
ordinaires n’est pas surconvergent au sens de Berthelot. Dans le deuxie`me
article nous donnerons une de´finition des fonctions L des F -(iso)cristaux par
voie cohomologique et nous montrerons comment elle rejoint celle donne´e ici :
elle redonne celle utilise´e en cohomologie cristalline par Katz [K 1] ou [Et 1],
ou celle en cohomologie rigide de [E-LS 1], ou celle utilise´e par Wan [W 2] ;
le but est alors de donner une preuve de la conjecture de Katz sur les ze´ros
et poˆles unite´s p-adiques de ces fonctions L en utilisant la cohomologie ri-
gide. Dans le troisie`me article nous explicitons ces re´sultats pour les sche´mas
abe´liens ordinaires .
Abstract
This article is the first one of a series of three articles devoted to L-
functions. In this one we define the L-functions of convergent or overcon-
vergent F -modules with the help of Teichmu¨ller liftings and we establish the
meromorphy of the L-functions of convergent F -modules in the closed unit
disk. Wan has established Dwork conjecture in a series of three articles [W
2, W 3, W 4] ; owing to an isogeny theorem of Katz, his proof reduces to
the ordinary case : here we prove, on two explicit examples related to fami-
lies of ellipitic curves, that the slope filtration on an ordinary overconvergent
F -module doesn’t lift to an overconvergent filtration. As a by-product we
show that the unit-root sub-F -isocrystal of the de Rham cohomology of the
Legendre family of ordinary elliptic curves is not overconvergent in Berthe-
lot’s sense. In the second article we’ll give a definition of the L-functions of
F -(iso)crystals by cohomological means and we’ll show how it matches with
the one given here : it gives back the one used in crystalline cohomology by
Katz [K 1] or [Et 1], or the one used in rigid cohomology by [E-LS 1], or the
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one used by Wan [W 2] ; the aim is then to give a proof of Katz conjecture on
p-adic unit roots and poles of these L-functions using rigid cohomology. In
the third article we give an explicit form of these results for ordinary abelian
schemes.
2010 Mathematics Subject Classification : 11F85, 11G40, 11L, 11M38,
11S40, 14F30, 14G10, 14G15, 14G22.
Mots cle´s : alge`bres de Monsky-Washnitzer, fonctions L, F - modules
(sur)convergents, formule des traces, me´romorphie p-adique.
Key words : Monsky-Washnitzer algebras, L functions, (over)convergent
F -modules, trace formula, p-adic meromorphy.
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0. Introduction
Notations : Sauf mention du contraire, on suppose dans cet article que
k est un corps fini, k = Fq, q = p
a,V est un anneau de valuation discre`te
complet, d’ide´al maximal m et corps re´siduel k = Fq. On suppose le corps
des fractions K de V de caracte´ristique 0, on fixe une uniformisante π et
on note e l’indice de ramification. On rele`ve la puissance q sur k en un au-
tomorphisme σ de V suivant la me´thode de [Et 4, I 1.1] en supposant que
σ(π) = π : on note encore σ son extension a` K.
Cet article est le premier d’une se´rie de trois articles consacre´s a` l’e´tude
des fonctions L qui apparaissent en cohomologie rigide, par exemple comme
facteurs dans la fonction zeˆta d’une varie´te´ X parame´tre´e par une autre
varie´te´ S au-dessus du corps fini k. Les ≪coefficients≫ qui apparaissent alors
sont les images directes par f : X → S du faisceau structural, et la question
est de savoir si ces images directes sont adapte´es a` la cohomologie rigide, i.e.
si ce sont des F -isocristaux surconvergents, question qui a e´te´ aborde´e dans
[Et 7] et [Et 9] : lorsque c’est le cas, ces fonctions L sont me´romorphes [E-LS
1], et meˆme rationnelles graˆce a` Kedlaya [Ked 1]. L’un des buts de ces trois
articles est de de´composer ces fonctions L, lorsqu’elles sont me´romorphes,
en produits de facteurs Lα de ≪pentes≫ α rationnelles diffe´rentes, lie´s aux
conjectures de Dwork et de Katz, et de donner une description expli-
cite de ces facteurs Lα en termes de fonctions L usuelles.
Plus pre´cise´ment, soient S une k-varie´te´ (i.e. un k-sche´ma se´pare´ de type
fini) et f : X → S un morphisme de k-varie´te´s. Si l’on de´signe par |X|
l’ensemble des points ferme´s de X , la fonction zeˆta de X est de´finie par
Z(X, t) =
∏
x∈|X|
det(1− tdeg x)−1, ou` deg x = [k(x) : k] ,
et l’on sait par Grothendieck [G 2] que pour ℓ premier distinct de p cette
expression est donne´e par
Z(X, t) =
∏
i
det(1− t F |H ie´t,c(Xk,Qℓ))
(−1)i+1 (1) ,
ou` Xk est l’image inverse de X sur une cloˆture alge´brique k de k, et les H
i
e´t,c
sont des Qℓ-espaces vectoriels de dimension finie sur lesquels le Frobenius F
agit.
On peut aussi fibrer la situation au-dessus de S :
4
Z(X, t) =
∏
s∈|S|
Z(Xs, t
deg s), ou` Xs = f
−1(s) et deg s = [k(s) : k] ;
et l’on sait encore par Grothendieck [G 2] que l’on a les expressions
Z(X, t) =
∏
s∈|S|
∏
i
det(1− tdeg s F deg ss |(R
ife´t,c∗Qℓ)s)
(−1)i+1
=
∏
i
L(S,F i, t)(−1)
i
ou` F i = Rife´t,c∗Qℓ
=
∏
i,j
det(1− t F |Hje´t,c(Sk,F
i))(−1)
i+j+1
(2) ,
ou` s est un point ge´ome´trique au-dessus de s, Sk est l’image inverse de S sur
une cloˆture alge´brique k de k, et les H ie´t,c sont des Qℓ-espaces vectoriels de
dimension finie sur lesquels le Frobenius F agit.
On obtient ainsi par voie ℓ-adique la rationalite´ de la fonction zeˆta (for-
mule (1)) de meˆme que celle de chacune des fonctions L qui apparaissent
dans la fibration de X au-dessus de S (formule (2)).
La premie`re preuve p-adique de rationalite´ de la fonction zeˆta avait e´te´ ob-
tenue ante´rieurement par Dwork [Dw 1], mais par une voie ≪pre´cohomologique≫.
Pour avoir une preuve cohomologique de l’analogue p-adique de la formule
(1) il faudra attendre les travaux de Monsky et Washnitzer [M-W] pour une
varie´te´X affine et lisse sur k (la cohomologie de Monsky-Washnitzer remplace
la cohomologie e´tale ℓ-adique dans la formule (1)) ou la cohomologie cristal-
line de Berthelot pour une varie´te´ X propre et lisse sur k (la cohomologie
cristalline a` coefficients dans le faisceau structural remplace la cohomologie
ℓ-adique dans la formule (1)). Pour une varie´te´ X quelconque la cohomologie
rigide de Berthelot est utilise´e pour e´tablir la rationalite´ de la fonction zeˆta
dans le cas ge´ne´ral [E-LS 1].
Si l’on veut un analogue p-adique de la formule (2), on peut dans un
premier temps envisager le cas ou` S est propre et lisse sur k et F i correspond
a` un F -cristal localement libre de type fini : c’est la situation e´tudie´e dans
[Et 1]. Mais si l’on souhaite conside´rer une varie´te´ S quelconque sur k il
faut remplacer la cohomologie ℓ-adique a` supports compacts de (2) par la
cohomologie rigide a` supports compacts de S, avec des coefficients adapte´s a`
la cohomologie rigide, a` savoir des F -isocristaux surconvergents. On est donc
amene´ a` introduire l’analogue ≪rigide≫ des F i, autrement dit les images
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directes du faisceau structural
Ei := Rifrig∗(OX/K) ,
ou` K de´signe le corps des fractions de l’anneau W (k) des vecteurs de Witt
de k, et voir dans quelles conditions on obtient leur surconvergence :
cette surconvergence est vraie lorsque X/S est un sche´ma abe´lien [Et 4] ;
l’objet de [Et 7], [Et 9] est l’obtention d’autres conditions de surconvergence
pour ces images directes. Le cas d’un f propre et lisse quelconque reste ou-
vert malgre´ des re´sultats de Shiho [Shi 2], [Shi 3], et constitue une conjecture
de Berthelot. Lorsque ces conditions de surconvergence sont satisfaites on
obtient alors graˆce a` [E-LS 1] la me´romorphie de L(S,Ei, t) et meˆme sa
rationalite´ en prenant en compte la finitude de la cohomologie rigide a` co-
efficients prouve´e par Kedlaya [Ked], ce qui fournit l’analogue p-adique de (2).
Une fois connue la rationalite´ (ou la me´romorphie) de la fonction zeˆta
ou des fonctions L pre´ce´dentes, on se pose la question de connaˆıtre la partie
constitue´e des ze´ros et poˆles unite´s p-adiques de ces fonctions : c’est l’objet
des conjectures de Dwork et de Katz.
Reprenons l’exemple de la situation relative f : X → S au-dessus de k.
La fonction zeˆta-unite´ de X/S est de´finie par Dwork et Sperber dans [Dw-S]
par
Zu(X/S, t) =
∏
s∈|S|
Zu(Xs, t
deg s) ,
ou` Zu(Xs, T ) est obtenue a` partir de la fonction zeˆta de Xs, Z(Xs, T ), en ne
conservant dans cette fraction rationnelle que les facteurs (1 − aT )+/− avec
|a|p = 1.
Initialement la conjecture de Dwork consistait a` se demander si Zu(X/S, t)
e´tait p-adiquement me´romorphe [Dw 3] [Dw 5]. Or il a e´te´ e´tabli dans [E-LS
2] que
Zu(X/S, t) = L(S,Rf!Qp) :=
∏
i
L(S,Rife´t,c∗Qp)
(−1)i
ou` les Gi := Rife´t,c∗Qp sont des faisceaux p-adiques constructibles. Les Gi
peuvent eˆtre associe´s a` des F -isocristaux convergents, mais pas surconver-
gents en ge´ne´ral comme le prouve un exemple de Crew [C] : par conse´quent on
ne peut utiliser la cohomologie rigide et espe´rer obtenir la rationalite´ de ces
fonctions L via [E-LS 1] et donc de Zu(X/S, t), sauf si S e´tait propre sur k [E-
LS 1] ou si S e´tait propre et lisse sur k [Et 1]. Dans le cas ge´ne´ral d’une varie´te´
S quelconque Wan a meˆme de´montre´ [W 1] que de telles fonctions L (associe´es
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a` des F -isocristaux convergents) ne sont pas ne´cessairement p-adiquement
me´romorphes. Interme´diaire en un certain sens entre F -isocristaux conver-
gents et surconvergents se trouve la notion de F -modules surconvergents [cf
§3] : on oublie la connexion et sa surconvergence pour ne garder que la sur-
convergence du Frobenius ; pour de tels F -modules surconvergents H sur S
affine et lisse sur k, Wan a alors de´fini les fonctions L(S,H, t) et prouve´ leur
me´romorphie (cf [W 1], [W 2], [Dw-S]). De plus Wan de´finit dans ce nouveau
contexte [W 2] la partie Lα(S,H, t) de pente α ∈ Q de L(S,H, t) et la nou-
velle formulation de la conjecture de Dwork consiste a` dire que Lα(S,H, t)
est p-adiquement me´romorphe : graˆce a` la surconvergence du Frobenius, Wan
prouve alors la me´romorphie de Lα ([W 3], [W 4]).
Ce premier article est consacre´ au cas d’un S affine et lisse. Nous com-
menc¸ons au §1 par une e´tude de´taille´e des rele`vements de Teichmu¨ller : celle-
ci nous servira d’une part a` relier les fonctions L d’un F -module sur S au
cas de l’espace affine et d’autre part a` e´tablir ulte´rieurement le lien avec les
fonctions L de F -isocristaux. Apre`s avoir pose´ au §2 la de´finition de la fonc-
tion L(S,H, t) d’un F -module sur S, nous la relions au §3 au cas de l’espace
affine. Au §4, apre`s un rappel sur la formule des traces de Monsky, nous
prouvons que la fonction L d’un F -module convergent est me´romorphe dans
le disque unite´ ferme´. Au §5 nous montrons comment le the´ore`me d’isoge´nie
de Katz rame`ne la preuve de Wan au cas ordinaire : c’est dans ce contexte
que nous prouvons, sur deux exemples explicites lie´s aux familles de courbes
elliptiques ordinaires, que la filtration par les pentes d’un F -module ordi-
naire surconvergent ne se remonte pas en une filtration surconvergente. Au
passage nous montrons que le sous-F -isocristal unite´ dans la cohomologie de
de Rham de la famille de Legendre des courbes elliptiques ordinaires n’est
pas surconvergent au sens de Berthelot.
Le deuxie`me article [Et 10] est consacre´ aux fonctions L des F -(iso)cristaux :
nous globalisons les de´finitions et re´sultats pre´ce´dents au cas de varie´te´s
non ne´cessairement affines avec pour coefficients des F -isocristaux Dwork-
surconvergents et nous abordons la conjecture de Dwork dans ce contexte,
ainsi que la conjecture de Katz relative aux ze´ros et poˆles unite´s p-adiques
de la fonction L d’un F -cristal unite´.
En faisant une hypothe`se supple´mentaire sur f dans le troisie`me article
[Et 11] , a` savoir siX/S constitue un sche´ma abe´lien ordinaire, nous explici-
tons dans la fraction rationnelle L(S,Rifrig∗(OX/K)) (c’est une fraction
rationnelle graˆce a` la surconvergence des images directes Rifrig∗(OX/K [Et
4]) la partie Lα de pente α ∈ Q comme une fonction L usuelle d’un
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certain F -cristal localement libre de type fini associe´ au cristal de Dieudonne´
du sche´ma abe´lien : ceci ne´cessite au pre´alable une caracte´risation de´taille´e
des sche´mas abe´liens ordinaires en termes du cristal de Dieudonne´ du groupe
p-divisible associe´ au sche´ma abe´lien. Si S est propre sur k il re´sulte alors de
[E-LS 1] (ou de [Et 1] si S est propre et lisse sur k) que ces fonctions Lα sont
en fait rationnelles.
1. Rele`vements de Teichmu¨ller
Dans ce §1 on supposera simplement que k est un corps parfait de ca-
racte´ristique p > 0. Soit X = Spec A0 un k-sche´ma lisse. Pour x ∈ |X| =
{points ferme´s de X}, soit ix = Spec k(x) →֒ X l’immersion ferme´e ca-
nonique : k(x) = A0/mx est une extension finie e´tale de k de degre´ deg
x = [k(x) : k]. Notons W = W (k) (resp. W (x) = W (k(x)) l’anneau des
vecteurs de Witt a` coefficients dans k (resp. k(x)),
V(x) = W (x)⊗W V ≃W (x)[π] ,
K0 = Frac W , K0(x) = Frac(W (x)), K(x) = Frac(V(x)), σx la puissance
pa sur k(x), σW (x) = W (σx) le rele`vement canonique de σx a` W (x), σV(x) =
σW (x)⊗WV et σK(x) (resp. σK0(x)) son extension naturelle a`K(x) (resp.K0(x))
de´finie par σK(x)(u/v) = σV(x)(u)/σV(x)(v) (resp. σK0(x)(u/v) = σW (x)(u)/σW (x)v)).
Le morphisme σK(x) co¨ıncide, d’apre`s [Et 4, I.1.1] et [B-M, (1.2.7) (ii)], avec
le morphisme σ′ : K ′ → K ′ (au-dessus de σ : K → K) de [Et 4, I.1.1] pour
k′ = k(x).
Soit A une V-alge`bre lisse relevant A0 et fixons une pre´sentation A =
V[t1, ..., td]/(f1, ..., fǫ). On de´signe par Aˆ ((resp. A†) le se´pare´ comple´te´ (resp.
le comple´te´ faible) m-adique de A : on a des isomorphismes
Aˆ ≃ V{t1, ..., td}/(f1, ..., fǫ) ,
A† ≃ V[t1, ..., td]
†/(f1, ..., fǫ).
Soient P le comple´te´ formel de la fermeture projective de X = Spec A
dans PdV , P1 = Spf(V(x)), X1 = Spec(k(x)). D’apre`s [Et 4, (1.2.1)] il existe
un carre´ commutatif
A† ⊗V V(x) =: A†(x)
F
A†(x) // A†(x)
A†
OO
F
A† // A†
OO
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au-dessus du carre´ commutatif
V(x)
σV(x) // V(x)
V
OO
σV // V
OO
,
ou` FA† est un rele`vement a` A
† du Frobenius (puissance q) de A0 ; d’ou` un
diagramme commutatif
V(x) //
σV(x)

A†(x) //
F
A†(x)

Aˆ(x) := Aˆ⊗V V(x)
F
Aˆ(x)

V(x) // A†(x) // Aˆ(x) .
Par conse´quent le morphisme s : A0 → k(x) se rele`ve de manie`re unique
d’apre`s Katz [K 1] en un morphisme
τ(x) : Aˆ(x)→ V(x)
tel que le diagramme
Aˆ(x)
τ(x) //
F
Aˆ(x)

V(x)
σV(x)

Aˆ(x)
τ(x) // V(x)
commute : τ(x) est appele´ le rele`vement de Teichmu¨ller de s (ou de x)
relativement a` FAˆ(x). Les morphismes compose´s
τˆ(x) : Aˆ →֒ Aˆ(x)
τ(x)
−→V(x) ,
τ †(x) : A† →֒ Aˆ
τˆ(x)
−→V(x)
sont appele´s respectivement rele`vement de Teichmu¨ller de s (ou de
x) relativement a` FAˆ ou FA† : τˆ (x)(resp. τ
†(x)) est un point de
Teichmu¨ller de Aˆ (resp. de A†) relativement a` FAˆ (resp. FA†).
Pour n ∈ N les applications τˆ (x) et τ †(x) donnent, en quotientant par
πn+1, une application
τn(x) : An = Aˆ/π
n+1Aˆ = A†/πn+1/A† → Vn(x) = V(x)/π
n+1V(x) .
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Au lieu de conside´rer x comme point ferme´ deX on peut aussi le conside´rer
comme point ferme´ de Adk = Spec k[t] ou` t = (t1, ..., td) : on va voir qu’alors
τ †(x) s’e´tend en un rele`vement de Teichmu¨ller de x a` V[t]†. Notons R =
V[t], R† (resp. Rˆ) son comple´te´ faible (resp. son se´pare´ comple´te´) et I le
noyau de la surjection canonique
µ : R† ։ A† .
On peut relever (de manie`re non unique) le Frobenius FA† de A
† en un endo-
morphisme FR† de R
† de la fac¸on suivante : il suffit de choisir des e´le´ments
FR†(ti) de R
† tels que
FR†(ti) ≡ t
q
i (mod π), FR†(ti) ∈ µ
−1(FA†(µ(ti))) ,
choix qu’il est possible de faire car FA†(µ(ti)) ≡ t
q
i ( mod (π, I)). On e´tend
ce choix d’e´le´ments FA†(µ(ti)) en un endomorphisme FR† de la V-alge`bre R
†
tel que le diagramme
R†
µ // //
F
R†

A†
F
A†

R†
µ // // A†
commute ; en particulier on a FR†(I) ⊂ I.
Les morphismes FR† et FA† sont finis et fide`lements plats puisque leur re´duction
mod π le sont [Et 3, the´o 17] ; par changement de base de R† a` Rˆ applique´
au diagramme pre´ce´dent on en de´duit le diagramme commutatif
Rˆ
µˆ // //
F
Rˆ

Aˆ
F
Aˆ

Rˆ
µˆ // // Aˆ
Par conse´quent le morphisme compose´
k[t]։ A0
s
−→ k(x)
correspondant au point x de Adk se rele`ve de manie`re unique [K 1] en un
morphisme
τˆR(x) : Rˆ →֒ Aˆ
τˆ(x)
−→V(x)
tel que le diagramme
Rˆ
τˆR(x)//
F
Rˆ

V(x)
σV(x)

Rˆ
τˆR(x)// V(x)
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commute : τˆR(x) est appele´ le rele`vement de Teichmu¨ller de x relati-
vement a` FRˆ. Le morphisme compose´
τ †R(x) : R
† →֒ Rˆ
τˆR(x)
−→ V(x)
est appele´ le rele`vement de Teichmu¨ller de x relativement a` FR† . Par
l’unicite´ des rele`vements de Teichmu¨ller prouve´e par Katz [K 1], il y a ainsi
bijection entre les points de Teichmu¨ller de A† relativement a` FA† et
les points de Teichmu¨ller de R† relativement a` FR† qui se re´duisent
mod π en des points de X .
De meˆme, pour toute extension finie k →֒ k′, il y a une bijection entre les
trois ensembles suivants :
(i) l’ensemble des points x ∈ X(k′)= {points de X a` valeur dans k’},
(ii) l’ensemble des points de Teichmu¨ller de A† relativement a` FA† a` valeur
dans V(k′) := W (k′)⊗W V,
(iii) l’ensemble des points de Teichmu¨ller de R† relativement a` FR† a` valeur
dans V(k′) := W (k′)⊗W V qui se re´duisent mod π en des points de X
a` valeur dans k′.
Les morphismes τˆ(x) et τ †(x) (resp. τˆR(x) et τ
†
R(x)) sont surjectifs car
la re´duction de τ †(x) mod π (resp. τ †R(x) mod π) est le morphisme surjectif
s : A0 ։ k(x) de de´part (resp. le morphisme surjectif k[t] ։ k(x)) [M-W,
theo 3.2]. Donc V(x) est un quotient de Aˆ et V(x) ≃ W (x)[π], qui est un
anneau de valuation discre`te, est une extension finie e´tale de V de rang deg
x. Le noyau du morphisme
τˆK(x) := τˆ (x)⊗V K : AˆK // // K(x) = Frac(V(x))
est ainsi un ide´al maximal qx de AˆK et le diagramme
(1.1)
A†K
  //
F
A
†
K

AˆK
F
AˆK

τˆK(x)// // K(x)
σK(x)

A†K
  // AˆK
τˆK(x)// // K(x)
commute. On notera τ †K(x) la fle`che compose´e
(1.2) τ †K(x) = τ
†(x)⊗V K : A
†
K
ϕ
−→ AˆK −−−
τˆK(x)
։K(x) ;
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remarquons que τ †K(x) est aussi surjectif car ϕ induit une bijection entre les
ide´aux maximaux de AˆK et ceux de A
†
K [G-K 2, theo 1.7]. Par le morphisme
de spe´cialisation [B 2, (0.2.2.1)]
sp : Spm AˆK → Spec A0
l’image de {qx} n’est autre que {mx} ; de plus τˆ(x) : Aˆ ։ V(x) est localise´
en {px} ∈ Spec Aˆ, ou` px est l’unique ide´al maximal de Aˆ au-dessus de mx.
En de´finissant l’application (encore appele´e rele`vement de Teichmu¨ller)
(1.3) TˆK : Spm A0 → Spm AˆK
par TˆK(x) = {Ker τˆK(x)} = {qx}, on vient de prouver que TˆK est une sec-
tion du morphisme de spe´cialisation, conside´re´ comme une application
sp : |Spm AˆK | → |Spec A0|.
La proposition suivante nous sera utile au §5 :
Proposition (1.4). Soit φ :M→ N un morphisme de Aˆ-modules tels que
N soit de type fini. Les assertions suivantes sont e´quivalentes :
(i) φ est surjectif.
(ii) Pour tout point ferme´ x de Spec A0 le morphisme
φx := τˆ (x)
∗(φ) : Mx = τˆ(x)
∗(M)→ Nx = τˆ (x)
∗(N )
est surjectif.
De´monstration. L’implication (i)⇒ (ii) est claire par exactitude a` droite du
produit tensoriel.
Pour l’implication re´ciproque, supposons (ii). Soit x un point ferme´ de
Spec A0 correspondant a` l’ide´al maximal mx de A0 et px l’unique ide´al maxi-
mal de Aˆ au-dessus de mx. Le rele`vement de Teichmu¨ller τˆ (x) : Aˆ։ V(x) se
factorise via τˆ ′(x) : Aˆpx ։ V(x) et τˆ
′(x) induit un isomorphisme
(1.4.1) Aˆpx/pxAˆpx ≃ V(x)/π V(x) = k(x) .
Notons φpx = φ ⊗Aˆ Aˆpx . La surjectivite´ de φx fournit celle de φx mod π ; or
l’isomorphisme (1.4.1) identifie φpx mod px a` φx mod π. D’ou` la surjectivite´
de φpx par Nakayama [EGA 0I ; (7.1.14)] et ceci pour tout ide´al maximal px
de Aˆ. La proposition en re´sulte. 
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2. Fonctions L des F -modules convergents
Avec les notations du §1 etA = Aˆ ou AˆK ouAn on de´signe par Fa-Mod(A)
(resp. Fa-Modlib(A)) la cate´gorie des A-modules projectifs de type fini
(resp. des A -modules libres de type fini) M munis d’un morphisme de Fro-
benius (non ne´cessairement un isomorphisme)
φM :M
σ := F ∗A(M)→M
Un telM est appele´ un F -module convergent (resp. un F -module libre
convergent). On note Fa-Mod(Aˆ)0 (resp. Fa-Modlib(Aˆ)0) la sous-cate´gorie
de Fa-Mod(Aˆ) (resp. Fa-Modlib(Aˆ)) forme´e des objets M unite´s, i.e. tel
que le Frobenius soit un isomorphisme : un tel M est appele´ F -module
convergent unite´ (resp. F -module libre convergent unite´).
SoitM ∈ F a-Mod(AˆK). La fibreMx deM en x ∈ |X| est par de´finition
(2.1) Mx := τˆK(x)∗(M) ,
et φM induit
(2.2) φx = φM ⊗AˆK K(x) : σ
∗
K(x)(Mx)→Mx ,
d’apre`s la commutativite´ du diagramme (1.1).
L’ite´re´ deg x fois de φx est un endomorphisme K(x)-line´aire du K(x)-
espace vectoriel de dimension finie Mx
φdeg xx :Mx →Mx .
Notons
(2.3) det(Mx, T ) = det(1− T φdeg xx ,Mx)
le ≪polynoˆme caracte´ristique≫ de φdeg xx .
Pour M ∈ F a-Mod(Aˆ) (resp. M∈ F a-Mod(An))
on de´finit de meˆme
Mx := τˆ (x)
∗(M) (resp. Mx := τˆn(x)
∗(M))
(2.4) det(Mx, T ) = det(1− T φdeg xx ,Mx).
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Soit (M, φ) ∈ F a-Mod(Aˆ) ; posonsMn =M/πn+1M et φn = φmod πn+1 ;
et pour x ∈ |X| notons
(Mn)x = τˆn(x)
∗(Mn)), (φn)x = τˆn(x)
∗(φn),
(Mx)n =Mx/π
n+1Mx, (φx)n = φx mod π
n+1 .
Puisque (Mn)x = (Mx)n =:Mx,n et (φn)x = (φx)n =: φx,n on a la relation
(2.4 bis) det(1−T (φx,n)deg x,Mx,n) ≡ det(1−T φdeg xx ,Mx) mod π
n+1 .
Lemme (2.5). Avec les notations pre´ce´dentes, on a :
(i) Si M ∈ F a-Mod(AˆK) , alors det (Mx, T ) ∈ K[T ] .
(ii) Si M ∈ F a-Mod(Aˆ), alors det (Mx, T ) ∈ V[T ].
(iii) Si M∈ F a-Mod(An), alors det (Mx, T ) ∈ Vn[T ].
De´monstration. Pour (i), soient (ei)i=1,...,r (resp. (ei⊗1)i=1,...,r) une base locale
de M (resp. de Mσ), et C(X) la matrice de φM dans ces bases respectives.
Alors
C(X) = Σ
u∈Nd
au X
u,
avec au ∈ πα Mr(V) pour un α ∈ Z et
det(Mx, T ) = det{1− T C(t(x)
q(deg x)−1)× ...× C(t(x)q)× C(t(x))}
ou` t(x)β = t1(x)
β×...×td(x)β et les tj(x) sont les coordonne´es de τˆK(x). Il est
clair que det (Mx, T ) a des coefficients invariants par l’action du Frobenius
σK(x), car σK(x) envoie t(x) sur t(x)
q ; d’ou` le (i).
Les cas (ii) et (iii) sont analogues. 
Si l’on note M˜x l’espace vectoriel Mx vu comme K-espace vectoriel et
φ˜x son endomorphisme de Frobenius on a
det(Mx, T ) = det(1− T φ
deg x
x ) = detK(1− T φ˜
deg x
x )
−1/deg x .
De´finition-proposition (2.6). La fonction L de (M, φM) ∈ F a-Mod(AˆK)
est de´finie par
L(Spec A0,M, t) =
∏
x∈|Spec A0|
det(1− tdeg x φdeg xx | Mx)
−1 ∈ K[[t]]
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=
∏
x∈|Spec A0|
det(1− tdeg x φ˜deg xx | M˜x)
−1/deg x .
Si (M, φM) ∈ F
a-Mod(Aˆ) on de´finit de meˆme L(Spec A0,M, t) et alors
L(Spec A0,M, t) = L(Spec A0,MK , t) ∈ V[[t]) ,
ou` l’on a pose´
(MK , φMK) := (M, φM)⊗Aˆ AˆK .
La fonction L de (M, φM) ∈ F a-Mod(An) est de´finie par
L(Spec A0,M, t) =
∏
x∈|Spec A0|
det(1− tdeg x φdeg xx | Mx)
−1 ∈ Vn[[t]] .
Si (M, φM) ∈ F a-Mod(Aˆ), il re´sulte de (2.4 bis) que
L(Spec A0,M, t) ≡ L(Spec A0,Mn, t) mod π
n+1 .
Lemme (2.7). Pour e´tablir la me´romorphie p-adique de L(Spec A0,M, t)
pour (M, φM) ∈ F
a-Mod(AˆK) on peut supposer qu’il existe (M
′, φM′) ∈
F a-Mod(Aˆ) tel que M′ est libre et (M, φM) = (M′, παφM′)⊗Aˆ AˆK pour un
α ∈ Z. On a alors
L(Spec A0,M, t) = L(Spec A0,M
′, παt).
De´monstration. PuisqueM est projectif de type fini sur AˆK , et qu’un ouvert
de Spec AˆK est intersection d’un ouvert de Spec Aˆ avec Spec AˆK , il existe
un recouvrement fini de Spec AˆK par des ouverts UK = Spec BK , ou` B =
Aˆ [1/g], g ∈ Aˆ, tels que
M⊗AˆK BK ≃
r
⊕
i=1
BK ei.
Relevons g mod π =: g0 en f ∈ A ; comme on a un isomorphisme Bˆ ≃ Â[1/f ]
[Et 3, cor 1 du the´o 4] on en de´duit que
N :=M⊗AˆK BˆK ≃
r
⊕
i=1
Â[1/f ]K ei
et que la matrice C(X) du Frobenius φN est a` coefficients dans π
αÂ[1/f ],
avec α ∈ Z.
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La fonction L(Spec A0,M, t) est de´finie par un produit eule´rien sur les
points ferme´s de Spec A0 et ceux-ci sont en bijection avec les points ferme´s de
Spf Aˆ : un recouvrement ouvert fini de Spf Aˆ est fourni par des Spf Â[1/f ],
f ∈ A comme ci-dessus ; on peut donc prendre
M′ =
r
⊕
i=1
Â[1/f ] ei
avec pour matrice du Frobenius φM′ la matrice π
−α C(X), a` coefficients dans
Â[1/f ] :
M′σ
φM′ //
 _

M′ _

N σ =M′σK π−αφN
// N =M′K .
Le couple (M′, φM′) est ce que Wan appelle une σ-module convergent [W
2], [W 3]. 
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3. Fonctions L des F -modules surconvergents
Avec les notations du §1 et A = A† ou A†K et par analogie avec le §2 on
de´signe par Fa-Mod(A) ( resp. Fa-Modlib(A)) la cate´gorie des F-modules
surconvergents, i.e. la cate´gorie des A-modules projectifs (resp. A-modules
libres) de type finiM muni d’un morphisme de Frobenius (non ne´cessairement
un isomorphisme)
φM : M
σ = F ∗A(M)→M
On note Fa-Mod(A†)0 (resp. Fa-Modlib(A†)0) la sous-cate´gorie de Fa-Mod(A†)
(resp. Fa-Modlib(A†)) forme´e des objets M unite´s, i.e. tel que le Frobenius
soit un isomorphisme : un telM est appele´ F -module surconvergent unite´
(resp. F -module libre surconvergent unite´).
Soit M ∈ F a-Mod(A†K). La fibre Mx de M en x ∈ |X| est par de´finition
(3.1) Mx := τ
†
K(x)
∗(M),
et φM induit
(3.2) φx = φM ⊗A†
K
K(x) : σ∗K(x)(Mx)→ Mx ,
d’apre`s la commutativite´ du diagramme (1.1).
L’ite´re´ deg x fois de φx est un endomorphisme K(x)-line´aire du K(x)-
espace vectoriel de dimension finie Mx
φdeg xx : Mx →Mx ;
on notera M˜x l’espace vectoriel Mx vu comme K-espace vectoriel et φ˜x son
morphisme de Frobenius.
Notons
(3.3) det(Mx, T ) = det(1− Tφdeg xx ,Mx) ;
pour M ∈ F a-Mod(A†) on pose de meˆme
(3.4) Mx = τ
†(x)∗(M) , det(Mx, T ) = det(1− T φdeg xx ,Mx).
On de´montre le lemme suivant comme (2.5).
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Lemme (3.5). Avec les notations pre´ce´dentes, on a :
(i) Si M ∈ F a-Mod(A†K), alors det(Mx, T ) ∈ K[T ] .
(ii) Si M ∈ F a-Mod(A†), alors det(Mx, T ) ∈ V[T ] .
De meˆme on a :
De´finition et proposition (3.6). Soit (M,φM) ∈ F
a-Mod(A†K) et
(M, φM) ∈ F a-Mod(AˆK) son image canonique par l’extension des scalaires
de A†K a` AˆK . La fonction L de (M,φM) est de´finie par
L(Spec A0,M, t) =
∏
x∈|Spec A0|
det(1− tdeg x φdeg xx ,Mx)
−1 ∈ K[[t]]
=
∏
x∈|Spec A0|
det(1− tdeg x φ˜deg xx , M˜x)
−1/deg x ,
et on a
L(Spec A0,M, t) = L(Spec A0,M, t).
Si (M,φM) ∈ F a-Mod(A†) on de´finit de meˆme L(Spec A0,M, t) et alors
L(Spec A0,M, t) = L(Spec A0,MK , t) = L(Spec A0,M, t) ∈ V[[t]],
≡ L(Spec A0,Mn, t) ∈ Vn[[t]],
ou` l’on a pose´
MK :=M ⊗A† A
†
K , M :=M ⊗A† Aˆ , Mn := M/π
n+1M .
Comme (2.7) on montre :
Lemme (3.7). Pour e´tablir la me´romorphie p-adique de L(Spec A0,M, t)
pour (M,φM) ∈ F a-Mod(A
†
K) on peut supposer qu’il existe (M
′, φM ′) ∈
F a-Mod(A†) tel que M ′ est libre et (M,φM) = (M
′, παφM ′) ⊗A† A
†
K pour
un α ∈ Z. On a alors
L(Spec A0,M, t) = L(Spec A0,M
′, παt) .
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3.8. Re´duction au cas de l’espace affine
Soient A = V[x1, ..., xd]/(f1, ..., fǫ) une V-alge`bre lisse relevant A0, X =
SpecA0, x = (x1, ..., xd), R = V[x], (M,φM) ∈ F a-Modlib(A†) : un tel M est
ce que Wan appelle un σ-module surconvergent. Dans ce paragraphe nous
allons montrer que la fonction L(X,M, t) est une fonction L sur un certain
espace affine.
Relevons d’abord M de X a` AdFq . On choisit une base (e1, ..., em) de M
sur A† et on note C ∈ Mm(A
†) la matrice m ×m a` coefficients dans A† de
l’application FA†-line´aire φM . En notant µ la surjection canonique
µ : V[x1, ..., xd]
† ։ A† ,
on choisit ensuite C0, une matrice m ×m a` coefficents dans V[x]† telle que
µ(C0) = C. Alors les relations
M0 =
m
⊕
i=1
V[x]†ei , φ0(ei) = C0ei
de´finissent un e´le´ment (M0, φ0) ∈ F a-Modlib(V[x]†), i.e. un F -module libre
surconvergent sur AdFq .
Pour se re´duire au cas de l’espace affine nous allons faire une petite di-
gression par le F -cristal de Dwork [B 1]. Quitte a` passer a` une extension
totalement ramifie´e de V, on peut supposer que V contient une racine primi-
tive p-ie`me de l’unite´ : a` toute racine π∗ de l’e´quation
(π∗)p−1 = −p
correspond une unique racine primitive p-ie`me de l’unite´ λ ∈ K0 := Qp(π∗)
telle que l’on ait la congruence [Mo 1, theo 4.3]
λ ≡ 1 + π∗ (mod π∗
2
) dans OK0 .
La se´rie
E(t) = exp(π∗(t− tq))
qui converge pour ordp(t) > −
p−1
qp
[Mo 1, theo 4.1] est donc surconvergente
et E(1) est une racine primitive p-ie`me de l’unite´ [Mo 1, theo 4.3]. Soit ψ0 le
caracte`re additif non trivial de Fp tel que ψ0(1) = E(1) : pour tout r ∈ N∗
posons
ψr = ψ0 ◦ TrFqr/Fp ;
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ψr est un caracte`re additif non trivial de Fqr . Au caracte`re ψ := ψ1 est
associe´ le F -cristal de Dwork Lψ sur la droite A1Fq [B 6] : Lψ est un F -cristal
surconvergent (au sens de Berthelot) libre de rang 1 et si l’on note θψ une
base de Lψ, le Frobenius
φLψ : F
∗Lψ → Lψ
est donne´ par [B 1, (1.5.2)]
φLψ(θψ ⊗ 1) = exp(π
∗(t− tq))θψ = E(t)θψ .
Posons y = (y1, ..., ys) ; pour i ∈ J1, sK, notons fi la re´duction de fi mod π et
f(x, y) = y1f1(x) + ... + ysfs(x) ∈ Fq[x, y] .
On e´tend le Frobenius FR† (de´fini au §1) de R
† = V[x]† a` R[y]† = V[x, y]†
en σ, de´fini par exemple par yσi = y
q
i . Le polynoˆme f de´finit un morphisme
encore note´ f
f : Ad+sFq = Spec (k[x, y]) −→ Spec k[t] = A
1
Fq
f(x, y) ←− t .
Par image inverse par f , le F -cristal de Dwork Lψ fournit le F -cristal Lψ,f :=
f ∗(Lψ) surconvergent sur A
d+s
Fq
, libre de rang 1, de base e, et dont le Frobenius
φLψ,f : F
∗Lψ,f → Lψ,f
est donne´ par
φLψ,f (e⊗ 1) = exp(π
∗
s∑
i=1
yifi(x)− π
∗
s∑
i=1
yσi fi(x
σ))e =: φf(x, y)e .
Pour (x, y) ∈ Ad+sFq (Fqr) notons τ
†
R[y](x, y) = (x˜, y˜) son rele`vement de Teichmu¨ller
[§1] a` R[y]† = V[x, y]† ; alors l’action du Frobenius ite´re´e r = deg x fois sur
Lψ,f au point (x, y) est donne´e par (cf la preuve de (2.5)) :
(3.8.1)
TrV(φ
deg x
(Lψ,f )(x,y))
) = φf(x˜, y˜)× φf(x˜
q, y˜q)× ...× φf(x˜
qr−1, y˜q
r−1
)
= ψr(f(x, y)) ,
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la dernie`re e´galite´ re´sultant de [B 1, (1.4)(ii)]. Puisque f1, ..., fǫ de´finissent
X dans AdFq , un argument standard sur les sommes de caracte`res permet de
remarquer les e´galite´s :
(3.8.2)
∑
y∈As
Fq
(Fqr )
ψr(f(x, y)) = q
rs si x ∈ X(Fqr)
= 0 si x ∈ (AdFq \X)(Fqr) ,
ou`, pour un sche´ma Y sur Fq, l’on a pose´ Y (Fqr) = {points de Y a` valeurs dans Fqr}.
Revenons a` pre´sent a` notre fonction L de de´part ; on a :
L(X,M, t) =
∏
x∈|X|
det(1− tdeg xφdeg xx |Mx)
−1
= exp(
∞∑
r=1
tr
r
Sr(X,M))
avec
Sr(X,M) =
∑
x∈X(Fqr )
TrV(φ
r
x|Mx) ;
en effet, pour ve´rifier la concordance des deux e´critures de la fonction L,
il suffit de passer au logarithme dans les deux expressions et regrouper les
facteurs du produit eule´rien par degre´s (cf [Et 1, II 2]). Dans la de´finition de
Sr(X,M) il est a` noter que l’on peut remplacer la somme sur les x ∈ X(Fqr)
par une somme sur les points de Teichmu¨ller τ †(x) de A† a` valeurs dans
V(Fqr) := W (Fqr) ⊗W V relativement a` FA† , ceci graˆce a` la bijection entre
ces deux ensembles e´tablie au §1.
Pour passer de X a` l’espace affine Ad+sFq il va nous suffire de re´e´crire
l’expression de Sr(X,M) a` l’aide de Lψ,f , en utilisant (3.8.1) et (3.8.2) de la
fac¸on suivante :
Sr(X,M) =
1
qrs
∑
(x,y)∈(X×As)(Fqr )
TrV(φ
r
x)× ψr(f(x, y))
= 1
qrs
∑
(x,y)∈Ad+s(Fqr )
TrV(φ
r
0,x)× TrV(φ
r
(Lψ,f )(x,y)
)
= 1
qrs
∑
(x,y)∈Ad+s(Fqr )
TrV(φ
r
N(x,y)
)× TrV(φ
r
(Lψ,f )(x,y)
)
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ou` N := pr∗(M0) est l’image inverse de M0 par la projection canonique
pr : Ad+sFq → A
d
Fq
et φN = pr
∗ (M0). D’ou`
Sr(X,M) =
1
qrs
∑
(x,y)∈Ad+s(Fqr )
TrV((φN ⊗ φLψ,f )
r
(x,y))
= 1
qrs
Sr(A
d+s
Fq
, N ⊗Lψ,f )
Par suite
(3.8.3)
L(X,M, t) = exp(
∞∑
r=1
1
r
(
t
qs
)rSr(A
d+s
Fq
, N ⊗ Lψ,f))
= L(Ad+sFq , N ⊗ Lψ,f ,
1
qs
t)
L(X,M, t) = L(Ad+sFq , pr
∗(M0)⊗ f ∗(Lψ),
1
qs
t) .
Ceci est le lien que nous recherchions entre les fonctions L sur X et les
fonctions L sur l’espace affine. C’est ce passage par le cas plus simple de
l’espace affine que Wan utilise dans [W 4] pour la dernie`re phase de sa preuve
de la conjecture de Dwork consacre´e aux F -modules libres surconvergents de
rang 1.
4. Formule des traces de Monsky ge´ne´ralise´e
Soit X = Spec A0 un k-sche´ma lisse ; on conside`re une V-alge`bre lisse
A relevant A0 comme dans (3.8) telle que Spec A soit de dimension n sur
Spec V. Pour tout entier i ∈ N, on note ΩiA† := Ω
i
A†/V : puisque A est lisse
sur V, ΩiA† est un A
†-module projectif de type fini ; en particulier ΩnA† est
projectif de rang 1 sur A†. Le morphisme de Frobenius FA† s’e´tend a` Ω
i
A†
en
tant que V-endomorphisme σ-line´aire, injectif et fini localement libre, note´
σi : Ω
i
A† → Ω
i
A† .
Puisque σi = ∧iσ1 et que σ1(ω) ≡ 0 mod π, pour ω ∈ Ω1A† , on en de´duit
(4.1) σi(ω) ≡ 0 mod πi , pour ω ∈ ΩiA† et i > 1.
Il en re´sulte une application trace [M-W, theo 8.3]
Tri : Ω
i
A† → σi(Ω
i
A†)
22
telle que, pour a ∈ A†, ω ∈ ΩiA† , on ait
Tri(FA†(a)ω) = FA†(a).T ri(ω) .
De plus, en tant qu’endomorphisme de ΩiA† , on a d’apre`s [M-W, theo 8.5] la
relation suivante
σ−1i ◦ Tri ◦ σi = [A0 : FA0(A0)] = q
n .
Ainsi l’application σi agissant sur Ω
i
A†
a un inverse a` gauche quand on ten-
sorise par Q : cet ≪inverse a` gauche≫ est l’application ψi de´finie par
ψi = σ
−1
i ◦ Tri : Ω
i
A† → Ω
i
A† .
L’application ψi est un exemple d’ope´rateur de Dwork, i.e. d’une application
σ−1-line´aire dans le sens suivant :
ψi(FA†(a)ω) = aψi(ω) , a ∈ A
† , ω ∈ ΩiA† .
Les ope´rateurs de Dwork sont des ope´rateurs a` trace, d’ou` leur importance
([M-W], [E-LS 1, § 5.1], [W 3]).
Conside´rons maintenant (M,φM) ∈ F a-Mod(A†) et le A†-module suivant
M∗ := HomA†(M,Ω
n
A†) .
De´finissons un ope´rateur de Dwork φ∗ sur M∗ comme suit : si f ∈ M∗ et
m ∈M , on pose
φ∗(f)(m) = (σ−1n ◦ Trn)(f(φM(m))) = ψn(f(φM(m))) ;
on ve´rifie que φ∗ est bien un ope´rateur de Dwork, car ψn en est un :
φ∗(FA†(a)f) = aφ
∗(f) , a ∈ A† , f ∈M∗ .
Pour i ∈ J0, nK, soit
ΩiM = M ⊗A† Ω
i
A† ;
ce module ΩiM est projectif de type fini sur A† et l’on pose
φi := φM ⊗ σi ;
d’apre`s (4.1) on a
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(4.2) φi ≡ 0 mod πi pour i > 1.
Alors la paire (ΩiM,φi) est un F -module surconvergent.
Soit
M∗i := HomA†(Ω
iM,ΩnA†) .
On de´finit de manie`re analogue un ope´rateur de Dwork φ∗i sur M
∗
i par
φ∗i (f)(m) = (σ
−1
n ◦ Trn)(f(φi(m))) = ψn(f(φi(m))), m ∈ Ω
iM, f ∈M∗i ;
par (4.2) on a la congruence
(4.3) φ∗i ≡ 0 mod π
i pour i > 1 .
Pour i = 0, on a
(Ω0A† , σ0) = (A
†, FA†) , (M
∗
0 , φ
∗
0) = (M
∗, φ∗) .
Le A†K-module M
∗
i ⊗V K est un K-espace vectoriel de dimension infinie, qui
est limite inductive d’une suite d’espaces de Banach p-adiques avec des bases
orthonormales. Puisque (M,φM) est surconvergent l’ope´rateur de Dwork φ
∗
i
donne, apre`s tensorisation par K sur V, un ope´rateur nucle´aire sur l’espace
p-adiqueM∗i ⊗VK. Il re´sulte de la the´orie spectrale p-adique de Serre [S 2] que
le de´terminant de Fredholm det(1− tφ∗i |M
∗
i ⊗V K) est bien de´fini et est une
fonction entie`re de t sur K : les coefficients de cette fonction entie`re sont en
fait dans V car la construction ci-dessus est partie de φi a` coefficients dans V.
La formule des traces de Monsky ge´ne´ralise´e e´tablie par Wan [W 3, ap-
pendix] s’e´nonce alors comme suit :
The´ore`me (4.4) (Wan) [W 3]. Avec les notations pre´ce´dentes soit (M,φM) ∈
F a-Mod(A†) un F -module surconvergent sur X/Fq. Alors
L(X,M, t) =
n∏
i=0
det(1− tφ∗n−i|M
∗
n−i ⊗V K)
(−1)i+1 ,
ou` les de´terminants de Fredholm det(1−tφ∗n−i|M
∗
n−i⊗VK) sont bien de´finis et
sont des fonctions entie`res de t. En particulier L(X,M, t) est p-adiquement
me´romorphe
De´monstration. SiM est de rang 1, ce the´ore`me est conse´quence du the´ore`me
5.3 de [Mo 2]. Le cas ge´ne´ral est fourni par le the´ore`me (10.10) de [W 3], dont
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la de´monstration utilise la me´thode des groupes de Grothendieck de [Mo 2].
Corollaire (4.5). Soient X = Spec A0 un k-sche´ma lisse, A une V-alge`bre
lisse relevant A0 et (M,φM) ∈ F a-Mod(A
†
K).
Alors L(X,M, t) est p-adiquement me´romorphe.
De´monstration. Par le lemme (3.7), on peut remplacer M par un A†-module
libre M ′ : (M ′, φM ′) est alors ce que Wan appelle un σ-module surconvergent
[W 2] [W 3]. L’extension au cas affine et lisse de la formule des traces de
Monsky-Washnitzer e´tablie par Wan (cf The´ore`me (4.4)) prouve alors la
me´romorphie de L(M ′, t), donc celle de L(M, t). On peut aussi se ramener
au cas de l’espace affine [ § 3.8] et utiliser la formule des traces de Monsky
[Dw 5, 7(a)]. 
Comme conse´quence du the´ore`me (4.4) nous allons, dans la suite de ce
§4, montrer que la fonction L d’un F -module convergent a` coefficients dans
Aˆ est me´romorphe dans le disque unite´ ferme´ |t|p 6 1 [The´ore`me (4.9)].
Auparavant nous allons devoir e´tablir quelques propositions.
Proposition (4.6). Avec les notations pre´ce´dentes soit L un AˆK-module
projectif de type fini. Alors
(i) Il existe un A†K-module projectif de type fini L et un Aˆ-module de type
fini M tels que
L ≃ L⊗A†
K
AˆK et L ≃M⊗Aˆ AˆK .
(ii) Soit M :=M∩ L ⊂ L ; alors M est un A†-module de type fini et on a
des isomorphismes
M≃M ⊗A† Aˆ et L ≃M ⊗A† A
†
K .
De´monstration.
Pour(i). Puisque (A†, A†/πA†) est un couple hense´lien [Et 3, the´ore`me 3],
l’existence de L re´sulte d’un the´ore`me de Elkik [Eℓ, cor 1 p.573]. Pour M il
suffit de prendre l’image de l’application compose´e Aˆr
can
−→ AˆrK
s
−→L ou` s est
une surjection et can l’injection canonique.
Pour (ii). Comme on a des injections L →֒ L,M →֒ L le A†-module M :=
M∩ L est le produit fibre´ de M et L au-dessus de L, donc par [F-R, prop.
4.2] on a les isomorphismes cherche´s. 
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Corollaire (4.7). Avec les notations pre´ce´dentes soit M un Aˆ-module de
type fini tel que MK :=M⊗Aˆ AˆK soit projectif. Alors
(i) Il existe un A†-module de type fini M tel que M≃M ⊗A† Aˆ.
(ii) Si de plus M est projectif alors le M du (i) est projectif de type fini.
De´monstration. Il suffit d’appliquer la proposition (4.6) a` L = MK ; le cas
projectif re´sultant de la pleine fide´lite´ de Aˆ sur A† [Et 3, prop 2 : (2) (ii)]. 
Proposition (4.8). Avec les notations du §4 soientM et N deux Aˆ-modules
de type fini tels queMK et NK soient projectifs sur AˆK . Soit ψ :M→N une
application Aˆ-line´aire et pour tout entier n ∈ N, ψn :Mn :=M/πn+1M→
Nn sa re´duction modulo πn+1. Conside´rons comme dans (4.7) un A†-module
de type fini M (resp. N) relevant M (resp. N ). Alors
(i) Il existe une application A†-line´aire ϕ(n) : M → N relevant ψn.
(ii) Si ψ est surjective alors ϕ(n) est surjective.
(iii) Supposons de plus que M = N ou que N est projectif sur Aˆ ; alors, si
ψ est un isomorphisme, ϕ(n) est aussi un isomorphisme.
De´monstration.
Pour(i). PuisqueM est de type fini, on rele`ve une famille ge´ne´ratrice (ei)i=1,...,r
de Mn ≃ Mn := M/πn+1M en une famille (ei)i=1,...,r de M : d’apre`s le
lemme de Nakayama [Bour, AC II, §3, no 2, cor 2 de prop 4], cette famille
est ge´ne´ratrice pour M car πA† ⊂ RadA†. On note f1, ..., fr des rele`vements
de ψn(e1), ..., ψn(er) dans N , et on de´finit ϕ(n) par A
†-line´arite´ en posant
ϕ(n)(ei) = fi.
Pour(ii). On applique [Bour, AC II, §3, no 2, cor 1 de prop 4].
Pour(iii). Le cas M = N re´sulte de [Ma, theo 2.4 p. 9]. Supposons N pro-
jectif : si ψ est un isomorphisme ψn en est un aussi par [EGA 0I(6.7.2)], et
donc ϕ(n) aussi [loc. cit.] car N est un A†-module projectif et M est de type
fini sur A†. 
Nous sommes a` pre´sent en mesure d’e´noncer le re´sultat de me´romorphie
promis avant la proposition (4.6) :
The´ore`me (4.9). Avec les notations du §4, soit (M, φ) ∈ F a-Mod(Aˆ). Alors
L(X,M, t)(−1)
dimX−1
∈ 1 + tV{t} ;
en particulier L(X,M, t) est me´romorphe dans le disque unite´ ferme´ |t|p 6 1.
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De´monstration. Pour tout entier n ∈ N on note
ψn : F
∗
An(M/π
n+1M)→M/πn+1M
l’application obtenue en re´duisant φ modulo πn+1. Par la proposition (4.8)
on rele`ve ψn en φ(n) : F
∗
A†
(M)→ M ; par le de´but du §4 on en de´duit, pour
tout entier i, 0 6 i 6 dim X , des endomorphismes φ(n)∗i deM
∗
i ⊗VK tels que
(4.9.1) det(1− tφ(n)∗i ) ∈ 1 + π
iVJπitK [(4.3)]
et que det(1−tφ(n)∗i ) soit une fonction entie`re de la variable p-adique t [(4.4)],
en particulier
(4.9.2) det(1− tφ(n)∗i ) ∈ 1 + tV{t} .
Par le the´ore`me (4.4) on en de´duit que
(4.9.3) L(X, (M,φ(n)), t)(−1)
dimX−1
∈ 1 + tV{t}.
Notons L(φ(n)) := L(X, (M,φ(n)), t) et L(φ) := L(X, (M, φ), t) ; par construc-
tion on a
(4.9.4) L(φ(n))(−1)
dimX−1
mod πn+1 ≡ L(φ)(−1)
dimX−1
mod πn+1 ∈ 1 + tVnJtK,
donc par (4.9.3) on en de´duit
(4.9.5) L(φ)(−1)
dimX−1
mod πn+1 ∈ 1 + tVn[t] .
En passant a` la limite sur n ceci ache`ve la preuve du the´ore`me (4.9). 
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5. La conjecture de Dwork pour les F -modules
surconvergents
5.1. Enonce´ de la conjecture et du the´ore`me
Avec les notations des §1, 2, 3 de´composons le ≪polynoˆme caracte´ristique≫ de
(M, φM) ∈ F a-Mod(AˆK) au point x ∈ |X| en
det(Mx, t) := det(1− t φ
deg x
x |Mx) ∈ K[t]
= π
j
(1− aj,x t),
ou` les aj,x sont dans une cloˆture alge´brique K
alg de K : plus exactement les
aj,x sont dans une extension finie (e´ventuellement ramifie´e) K
′(x) ⊂ Kalg
de K(x) ; soient π′(x) une uniformisante de K ′(x) et σK ′(x) un rele`vement a`
K ′(x) de la puissance pa de k(x) tel que σK ′(x)(π
′(x)) = π′(x) [Et 4, 1.1]. No-
tons πx = π
deg x et ordπx la valuation de K
′(x) normalise´e par ordπx(πx) = 1.
Pour tout nombre rationnel α ∈ Q on de´finit la partie de pente α du
≪polynoˆme caracte´ristique≫ det(Mx, t) par le produit
(5.1.1) detα(Mx, t) :=
∏
ordpix (aj,x)=α
(1− aj,x t) .
Si aj,x est l’inverse d’une racine de det(Mx, t), alors σK ′(x)(aj,x) en est une
aussi par le meˆme argument que pour la de´monstration du lemme (2.5),
et puisque σK ′(x) : K
′(x) → K ′(x) est une extension isome´trique on a
ordπx(aj,x) = ordπx(σK ′(x)(ajx)) ; par conse´quent detα(Mx, t) est a` coeffi-
cients dans K. Comme M est un AˆK-module projectif de type fini, il existe
α0 ∈ Q tel que pour tout x ∈ |Spec A0| et tout α ∈ Q, α < α0, on ait
detα(Mx, t) = 1. D’autre part det(Mx, t) s’exprime par un produit fini
(5.1.2) det(1− t φdeg xx ,Mx) =
∏
α∈Q
detα(Mx, t) .
La partie de pente α de la fonction L(X,M, t) est de´finie par l’expression
(5.1.3) Lα(X,M, t) :=
∏
x∈|X|
detα(Mx, t
deg x)−1 ∈ K[[t]] .
Comme detα(Mx, t) = 1 pour tout α < α0 et tout x ∈ |X|, le the´ore`me
de spe´cialisation de Grothendieck [K 2, (2.3)] montre qu’il n’existe qu’un
nombre fini de possibilite´s pour les pentes de Newton de Mx (donc pour les
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α ci-dessus) pour tous les x ∈ |X|.
D’apre`s (5.1.2) on a ainsi la relation
(5.1.4) L(X,M, t) =
∏
α∈Q
Lα(X,M, t) ;
ou` le produit (5.4) est fini d’apre`s la remarque pre´ce´dente.
Pour r ∈ N∗ et α ∈ Q, on de´finit plus ge´ne´ralement
(5.1.5) det(r)(Mx, t) :=
∏
j
(1− (aj,x)
r t),
(5.1.6) det
(r)
α (Mx, t) :=
∏
ordpix (aj,x)=α
(1− (aj,x)
r t) ,
(5.1.7) L(r)(X,M, t) :=
∏
x∈|X|
det(r)(Mx, t
deg x)−1 ∈ K[[t]] ,
(5.1.8) L
(r)
α (X,M, t) :=
∏
x∈|X|
det(r)α (Mx, t
deg x)−1 ∈ K[[t]] .
On a encore :
(5.1.9) L(r)(X,M, t) =
∏
α∈Q
L(r)α (X,M, t) .
Plus pre´cise´ment, graˆce a` l’expression e´tablie par Wan [W 2, lemma 4.4], on
a en fait
(5.1.10) L(r)(X,M, t) =
∏
i>1
L(X, Symr−i M ⊗
i
Λ M, t)i×(−1)
i−1
,
(5.1.11) L
(r)
α (X,M, t) =
∏
i>1
Lα(X, Sym
r−i M ⊗
i
Λ M, t)i×(−1)
i−1
.
Les de´finitions pre´ce´dentes s’e´tendent a` M ∈ F a-Mod(A†K).
Nous pouvons a` pre´sent e´noncer la conjecture de Dwork ge´ne´ralise´e pour
les F a-modules surconvergents.
(5.1.12) Conjecture (Dwork). Soit M ∈ F a-Mod(A†K). Alors, pour tout
nombre rationnel α ∈ Q et tout entier r ∈ N∗, la fonction L(r)α (X,M, t) est
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p-adiquement me´romorphe.
Wan a prouve´ cette conjecture dans une se´rie de trois articles [W 2][W
3][W 4] (cf (5.1.13) plus bas).
Notre objectif dans ce § 5 est d’apporter la pre´cision suivante a` la
preuve de Wan (pour une formulation plus pre´cise cf § 5.4). A isoge´nie
pre`s la fonction L-unite´ L0(X,M, t) est la fonction L(X,M0, t) du sous-F -
module unite´M0 du comple´te´M de M ; cependant, bien que cette fonction
L(X,M0, t) soit p-adiquement me´romorphe par Wan, nous montrons qu’il
n’existe pas en ge´ne´ral de sous-module M0 de M dont M0 serait le
comple´te´ (meˆme si le Frobenius de M0 est surconvergent) et auquel
on pourrait appliquer la formule des traces de Monsky du § 4 pour obtenir
la me´romorphie : nous en donnerons deux contre-exemples issus de familles
de courbes elliptiques ordinaires, dont l’un est la famille de Legendre.
Apre`s un bref rappel au § 5.2 du contexte historique ou` Dwork a pose´ sa
conjecture et l’a re´solue pour la famille de Legendre des courbes elliptiques
ordinaires, nous exposerons au § 5.3 un des aspects de la preuve de Wan
(”de´composition de Hodge-Newton, the´ore`me d’isoge´nie de Katz”) qui nous
servira a` expliciter nos contre-exemples au § 5.4.
Cette conjecture (5.1.12) est e´tablie ci-dessous en (5.1.14) comme conse´quence
du the´ore`me suivant de Wan :
The´ore`me (5.1.13) (Wan)[W 3, theo 1.1]. Soient X une varie´te´ af-
fine et lisse de´finie sur un corps fini Fq de caracte´ristique p > 0, et (M,φ)
un σ-module surconvergent sur X/Fq. Alors, pour tout nombre rationnel s,
la fonction L de pente pure s, Ls(φ, t), attache´e a` (M,φ) est p-adiquement
me´romorphe.
Rappelons la terminologie de Wan. Si X = Spec A0, on rele`ve A0 en une
V-alge`bre lisse A, on note A† (resp.Aˆ) sa comple´te´e faible (resp. son se´pare´
comple´te´) et FA† (resp. FAˆ) un rele`vement du Frobenius de A0 a` A
† (resp. a`
Aˆ). Un σ-module surconvergent est ce que nous avons appele´ un F -module
surconvergent libre, i.e. la donne´e d’un A†-module libre de type fini M muni
d’un morphisme de Frobenius
φ : F ∗A†M =: M
σ → M .
L’expression Ls(φ, t) := Ls(X, (M,φ), t) a e´te´ de´finie en (5.1.3).
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La de´monstration par Wan de ce the´ore`me (5.1.13) s’effectue en deux
phases :
La premie`re phase, regroupe´e dans le premier article [W 3], est une phase
de re´duction :
– de la pente s a` la pente ze´ro,
– d’une pente ze´ro de rang r a` une pente ze´ro de rang 1,
– de X affine et lisse sur Fq a` l’espace affine A
n
Fq
.
Cette partie est de nature alge´brique via :
– la formule des traces de Monsky,
– le the´ore`me de spe´cialisation de Grothendieck,
– la de´composition de Hodge-Newton,
– le the´ore`me d’isoge´nie de Katz.
La deuxie`me phase, regroupe´e au sein du deuxie`me article [W 4], est de
nature plus analytique :
– par le travail avec des modules de rang infini,
– par des processus de passage a` la limite dans des familles de fonctions
L me´romorphes. 
Avant d’examiner plus en de´tail au §5.3 les parties ”de´composition de
Hodge-Newton, the´ore`me d’isoge´nie de Katz” de la preuve deWan, le the´ore`me
(5.1.13) nous permet d’e´noncer :
Corollaire (5.1.14). Soient X = Spec(A0) un k-sche´ma lisse, A une V-
alge`bre lisse relevant A0 et M ∈ F a-Mod(A
†
K). Alors, pour tout α ∈ Q et
tout r ∈ N∗, les fonctions L(r)α (X,M, t), et L(r)(X,M, t) sont p-adiquement
me´romorphes.
De´monstration. Par stabilite´ de la cate´gorie F a-Mod(A†K) par puissances
syme´triques et exte´rieures [W 2, § 3] la conjecture (5.1.12) se rame`ne au cas
r = 1. Par la meˆme de´monstration que celle du lemme (3.7) on peut supposer
qu’il existe un F a-module libre surconvergent (M ′, φM ′) ∈ F a-Mod(A†) tel
que
(M,φM) = (M
′, πβφM ′)⊗A† A
†
K pour un β ∈ Z ,
et L(M, t) = L(M ′, πβt) .
On est ramene´ a` montrer que Lα(Spec A0,M
′, t) est p-adiquement me´romorphe,
ce qui re´sulte du the´ore`me de Wan (5.1.13). 
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5.2. Petit rappel historique
La conjecture de Dwork, qui date du de´but des anne´es 70 [Dw 5], est
venue des tentatives de Dwork pour comprendre les variations analytiques
p-adiques des parties ≪pures≫ d’une varie´te´ lorsque celle-ci e´volue au sein
d’une famille sur un corps fini de caracte´ristique p > 0, i.e de comprendre les
variations des ze´ros et des poˆles de la fonction zeˆta d’une famille de varie´te´s
lorsque le parame`tre varie.
Dans le cas de la famille de Legendre des courbes elliptiques ordinaires
que Dwork e´tudie en de´tail dans [Dw 2], Dwork avait prouve´ sa conjecture
sur la me´romorphie de la fonction L associe´e [Dw 3] : dans ce cas le point cle´
de sa preuve est l’existence d’un ≪rele`vement excellent≫ (excellent lifting) du
Frobenius ( de´fini dans [Dw 4, §5], [Dw 5, §2] comme laissant stable le premier
cran de la filtration de Hodge par le Frobenius agissant sur la cohomologie
de de Rham relative d’une famille de varie´te´s) qui permet d’appliquer la for-
mule des traces de Monsky et d’en de´duire la me´romorphie [Dw 3] ; voir a` ce
propos l’article de Katz [K 3, §A3] ou` cette stabilite´ du premier cran de la
filtration de Hodge par le Frobenius est automatique lorsque l’on choisit le
≪rele`vement canonique≫ du Frobenius ( le ≪rele`vement canonique≫ est donc
un ≪rele`vement excellent≫ ). Dwork a e´galement prouve´ sa conjecture pour
certaines familles de surfaces K3 ordinaires [Dw 5]. L’ennui de cette me´thode
c’est qu’elle repose sur l’existence des ≪rele`vements excellents≫ du Frobenius,
existence qui n’est pas assure´e dans le cas ge´ne´ral comme l’a prouve´ Sperber
[Sp, §3].
On peut se demander e´galement l’inte´reˆt qu’il y a de connaˆıtre la me´romorphie
de la fonction L dans la conjecture de Dwork : c’est qu’elle donne des es-
timations p-adiques de sommes de caracte`res, estimations qui ge´ne´ralisent
celles obtenues par les conjectures de Weil. Illustrons cette remarque sur un
exemple. Conside´rons un morphisme propre et lisse f : X → Y de varie´te´s
de´finies sur Fq : alors la fonction zeˆta unite´ de cette famille est donne´e par
[E-LS 2] :
Zu(Y/X, t) =
∏
m
L(X,Rmf∗Qp, t)
(−1)m
et Dwork conjecture, pour tout entier m, la me´romorphie de la fonction
L(X,Rmf∗Qp, t). Or L(X,R
mf∗Zp, t) est donne´e par la fonction ge´ne´ratrice
(5.2.1) L(X,Rmf∗Zp, t) = exp (
∞∑
k=1
Sk(R
mf∗Zp)
k
tk) ,
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ou` Sk(R
mf∗Zp) est une somme de caracte`res sur les points ferme´s de X . La
me´romorphie (suppose´e) de la fonction L(X,Rmf∗Zp, t) et le the´ore`me de fac-
torisation p-adique de Weierstraß montrent qu’il existe des entiers p-adiques
αi(1 6 i < +∞) et des entiers p-adiques βj(1 6 j < +∞), alge´briques sur
K [Ro, chap 6, 2.2, theo 2 (a),p 312], tels que
(5.2.2) L(X,Rmf∗Zp, t) =
∏
i>1
(1− αit)∏
j>1
(1− βjt)
avec
lim
i→+∞
αi = lim
j→+∞
βj = 0 .
En prenant les logarithmes dans (5.2.1) et (5.2.2), il en re´sulte, pour tout
entier k, l’e´galite´
(5.2.3) Sk =
∑
j>1
βkj −
∑
i>1
αki .
Cette formule ge´ne´ralise la formule classique du nombre de points rationnels
de X dans Fqk qui re´sulte des conjectures de Weil, et dans ce cas la somme
dans (5.2.3) ne comporte qu’un nombre fini de termes non nuls. Dans le cas
ge´ne´ral, si l’on ne conside`re qu’un nombre fini de termes βj et αi dans (5.2.3),
on obtient une formule asymptotique p-adique pour des sommes de caracte`res
p-adiques : plus on prend de termes et plus la pre´cision augmente.
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5.3. F -modules convergents ordinaires
Dans ce §5.3. on supposera simplement que k est un corps parfait de
caracte´ristique p > 0, X = Spec A0 est un k-sche´ma lisse et A une V-alge`bre
lisse relevant A0.
5.3.1. De´finitions
Soit (M, φM) ∈ F a-Mod(Aˆ) un F -module convergent .
A la suite de Katz et Deligne [K 2, II, 2.4, Rks p 148], [Deℓ 2], on dit que
M est un F -module convergent ordinaire de niveau m s’il existe une
filtration deM par des sous F -modules convergents ( donc localement libres
de type fini)
(5.3.1.1) 0 ⊂M0 ⊂M1 ⊂ ... ⊂Mi−1 ⊂Mi ⊂ ... ⊂Mm =M
tels que (Mi/Mi−1, φMi/Mi−1), ou` φMi/Mi−1est induit par φM, soit de la
forme (Ui, πi φi), ou` (Ui, φi) est un F -module convergent unite´ (donc loca-
lement libre de type fini). On dit que M ∈ F a-Mod(Aˆ) est ordinaire s’il
existe m ∈ N tel que M soit ordinaire de niveau m.
Pour les de´finitions et proprie´te´s des polygones de Hodge et de Newton
de M nous renvoyons le lecteur a` [K 2, I, 1.2, 1.3 et 2.3 p 142].
Puisque k est parfait, si M ∈ F a-Mod(Aˆ) est ordinaire, il est clair qu’en
tout point x ∈ |X| les polygones de Hodge et de Newton deM co¨ıncident et
qu’ils sont constants, i.e. inde´pendants de x ∈ |X| [loc. cit.]. La re´ciproque
est vraie puisque X est un sche´ma sur un corps parfait k de caracte´ristique
p > 0 et X est lisse sur k [K 2, II, 2.4 Rks p 148], [W 2, lemma 3.6], [W 3,
theo 7.2, cor 7.3].
5.3.2. Rappels des re´sultats de Wan sur la de´composition de Hodge-
Newton et le the´ore`me d’isoge´nie
Nous utiliserons en 5.4 les re´sultats suivants de Wan.
Lemme (5.3.2.1) (Wan) [W3, 4.5]. Avec les notations de 5.3, soit (M,φM) ∈
F a-Modlib (A†) un F -module libre surconvergent. Alors, quitte a` re´tre´cir X
si ne´cessaire, le F -module surconvergent (M,φM) admet une filtration φM -
stable par des A†-modules libres de type fini a` quotients libres de type fini
0 ⊂ N0 ⊂M
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tels que la restriction φN0 de φM a` N0 est nilpotente et le quotient M/N0 est
un F -module libre surconvergent dont le Frobenius est injectif.
Dans le cas ou` l’on part d’un F -module libre convergent ordinaire on a le
re´sultat suivant de Wan qui ame´liore (5.3.1.1) :
Proposition (5.3.2.2)(Wan)[W 3, 4.9, 4.1]. Avec les notations de 5.3 soit
(M, φM) ∈ F a-Modlib (Aˆ) un F -module libre convergent ordinaire de niveau
m. Alors (M, φM) admet une filtration finie φM-stable par des Aˆ-modules
libres de type fini a` quotients libres de type fini
0 ⊂M0 ⊂M1 ⊂ ... ⊂Mi−1 ⊂Mi ⊂ ... ⊂Mm =M
tels que
(a) Le quotient Mi/Mi−1 est un F -module libre convergent de la forme
(Ui, πiφi) ou` (Ui, φi) ∈ F a-Modlib (A†)0 est un F -module libre convergent
unite´ pour chaque entier i ∈ J0, mK .
(b) Pour chaque entier i ∈ J0, mK on a une de´composition
M =Mi ⊕M(i+1)
dans laquelle M(i+1) est un sous Aˆ-module libre de type fini de M tel
que φM(F
∗
Aˆ
M(i+1)) ⊂ π
i+1M ; en particulier M/Mi est muni d’un
Frobenius divisible par πi+1.
(c) φM est injectif.
De´monstration. Seul le point (c) reste a` prouver. Or l’injectivite´ de φM est
e´quivalente a` la non nullite´ de det(φM) ; celle-ci est claire car
det(φM) =
i=m∏
i=0
det(πiφi) 6= 0. 
Voici la version de Wan du the´ore`me d’isoge´nie de Katz :
The´ore`me (5.3.2.3)(Wan)[W3, 7.2]. Avec les notations de 5.3, soient
(M,φM) ∈ F a-Modlib (A†) un F -module libre surconvergent a` ≪pentes de
Newton≫ des entiers naturels et M = M ⊗A† Aˆ ∈ F
a-Modlib (Aˆ) le F -
module convergent associe´ ; on suppose que φM est injectif. Alors, quitte a`
re´tre´cir X si ne´cessaire, le F -module surconvergent (M,φM) est isoge`ne a`
un F -module surconvergent (M ′, φM ′) dont le F -module convergent associe´
(M′, φM′) est ordinaire. C’est-a`-dire que le F -module convergent (M′, φM′)
admet une filtration finie φM′-stable par des Aˆ-modules libres de type fini a`
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quotients libres de type fini
0 ⊂M′0 ⊂M
′
1 ⊂ ... ⊂M
′
i−1 ⊂M
′
i ⊂ ... ⊂M
′
m =M
′
tels que
(a) Le quotient M′i/M
′
i−1 est un F -module libre convergent de la forme
(Ui, πiφi) ou` (Ui, φi) ∈ F a-Modlib (A†)0 est un F -module libre convergent
unite´ pour chaque entier i ∈ J0, mK .
(b) Pour chaque entier i ∈ J0, mK on a une de´composition
M′ =M′i ⊕M
′
(i+1)
dans laquelle M′(i+1) est un sous Aˆ-module libre de type fini de M
′ tel
que φM′(F
∗
Aˆ
M′(i+1)) ⊂ π
i+1M′.
De´monstration. C’est [W 3, 7.2] hormis le F -module surconvergent M ′ dont
l’existence est mentionne´e dans la preuve de [W 2, 7.2] par Wan, et l’assertion
(b) qui re´sulte de (5.3.2.2)(b). 
5.4 Non surconvergence de la partie unite´ : deux contre-
exemples
5.4.1 Pentes des fonctions L
Soit X = SpecA0 un k-sche´ma lisse, A une V-alge`bre lisse relevant
A0, (M,φM) ∈ F
a-Mod (A†) un F -module surconvergent et M = M ⊗A†
Aˆ ∈ F a-Mod (Aˆ) le F -module convergent associe´. Pour la me´romorphie de
L
(r)
α (X,M, t), et L(r)(X,M, t), il suffit de traiter le cas r = 1 et M libre [cf
la preuve de (5.1.14)]. Par le the´ore`me de spe´cialisation de Grothendieck on
a vu en (5.1) que M (et doncM) n’a qu’un nombre fini de ≪pentes de New-
ton≫ α ∈ Q+. Quitte a` passer a` une extension finie totalement ramifie´e de V
on peut supposer que toutes les ≪pentes de Newton≫ de M sont des entiers
α ∈ N.
Soit N0 ⊂M comme dans le lemmme (5.3.2.1). Puisque
L(X,M, t) =: L(M, t) = L(N0, t)× L(M/N0, t) = L(M/N0, t) ,
car φN0 est nilpotent, on est ramene´ au cas ou` φM est injectif.
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On peut alors appliquer le the´ore`me d’isoge´nie de Katz (5.3.2.3) a` notre
(M,φM) ∈ F a-Modlib (A†) a` ≪pentes de Newton≫ des entiers α ∈ N ; soit
M ′ isoge`ne a` M comme dans ce the´ore`me (5.3.2.3). Alors (MK , φMK) est
isomorphe a` (M ′K , φM ′K), donc ils ont meˆme fonction L
L(X,M, t) = L(X,MK , t) = L(X,M
′
K , t) = L(X,M
′, t)
et meˆmes fonctions Lα
Lα(M, t) = Lα(MK , t) = Lα(M
′
K , t) = Lα(M
′, t) = Lα(M
′, t) = L(M′α/M
′
α−1, t) .
Pour la pente ze´ro, notons M′0 ⊂M
′ le sous-F -module convergent unite´
de M′ ; on a donc
L0(M, t) = L0(M
′, t) = L(M′0, t) .
S’il existait un sous-F -module surconvergent unite´ M ′0 de M
′ tel que
M ′ ⊗A† Aˆ =M
′
0
on aurait
L0(M, t) = L(M
′
0, t) ;
la formule de traces de Monsky ge´ne´ralise´e [The´ore`me (4.4)] prouverait alors
que cette dernie`re fonction est p-adiquement me´romorphe.Toute la suite
de cet article est consacre´e a` prouver qu’un tel M ′0 n’existe pas en
ge´ne´ral ; pour ce faire on peut supposer que (M,φM) est un F -module
surconvergent ordinaire, i.e. dont le F -module convergent associe´
(M, φM) est ordinaire.
5.4.2 La pente ze´ro : partie unite´ des F -modules convergents ordi-
naires
Au passage notons la caracte´risation suivante de la partie unite´ d’un F -
module convergent ordinaire :
Lemme (5.4.2.1). Avec les notations de 5.3, soit (M, φM) ∈ F a-Modlib (Aˆ)
un F -module libre convergent ordinaire, donc muni d’une filtration satisfai-
sant a` (5.3.2.2). Pour chaque entier n ∈ N on note φnM : F
n∗
Aˆ
(M) → M
l’ite´re´ de φM. Alors, on a
M0 =
⋂
n
Im{φnM : F
n∗
Aˆ
(M)→M} .
Preuve du lemme. Puisque φM0 est bijectif on a une inclusion e´vidente
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M0 ⊂
⋂
n
Im{φnM : F
n∗
Aˆ
(M)→M} .
Pour prouver l’e´galite´ il suffit d’apre`s [Prop. (1.4)] d’e´tablir la surjectivite´ en
tout point ferme´ x de X , i.e., en utilisant les notations du §1, que l’on a un
isomorphisme
τˆ(x)∗(M0) =: (M0)x ≃ (
⋂
n
Im{φnM : F
n∗
Aˆ
(M)→M})x .
Or la compose´e des applications canoniques
(M0)x → (
⋂
n
Im φnM)x →
⋂
n
(Im φnMx)
et des e´galite´s⋂
n
(Im φnMx) = (Mx)0 [Deℓ 2; 1.3.2, (1.3.3.3) et Rq 1.2.5] ,
(Mx)0 = (M0)x [K2] [W3; 4.12] ,
est l’identite´ de (M0)x. De meˆme la compose´e de l’application canonique
(
⋂
n
Im φnM)x →
⋂
n
(Im φnMx) ,
des e´galite´s ⋂
n
(Im φnMx) = (Mx)0 = (M0)x ,
et de l’application canonique
(M0)x → (
⋂
n
Im φnM)x
est l’identite´ de (
⋂
n Im φ
n
M)x. D’ou` le lemme. 
Lemme (5.4.2.2).Avec les notations de 5.3, soit (M,φM) ∈ F a-Modlib (A†)
un F -module libre surconvergent ordinaire , i.e. dont le F -module convergent
associe´ (M, φM) est ordinaire, donc muni d’une filtration satisfaisant a` (5.3.2.2).
Pour chaque entier n ∈ N on note
φnM : F
n∗
Aˆ
(M)→M [resp. φnM : F
n∗
A† (M)→ M ]
38
l’ite´re´ de φM [resp. φM ]. On suppose de plus qu’il existe un sous-A
†-module
M0 de M tel queM0 = M0⊗A† Aˆ. Alors, on a des isomorphismes canoniques
M0 =M0 ∩M ,
M0 =
⋂
n
Im{φnM : F
n∗
A† (M)→M} ,
et M0 est φM-stable, donc muni d’un Frobenius
φM0 : F
∗
A†(M0) := M
σ
0 →M0
de´fini par φM0 = φM |Mσ0 = φM|Mσ0 .
Preuve du lemme. Notons
M ′0 =M0 ∩M ;
comme on a des inclusions e´videntes
M0 ⊂ M
′
0 ⊂M0 ,
que le comple´te´ de M0 est M0 et que M ′0 est un A
†-module de type fini, il
en re´sulte une e´galite´
M0 ⊗A† Aˆ = M
′
0 ⊗A† Aˆ ;
d’ou`, par fide`le platitude de Aˆ sur A†, la premie`re e´galite´ du lemme
M0 =M
′
0 =M0 ∩M.
Notons
Mσ = F ∗A†(M) , M
σ
0 = F
∗
A†(M0) ,
Mσ = F ∗
Aˆ
(M) , Mσ0 = F
∗
Aˆ
(M0) ;
on a alors des isomorphismes
Mσ ≃Mσ ⊗A† Aˆ ≃ F
∗
A†(M) , M
σ
0 ≃M
σ
0 ⊗A† Aˆ ≃ F
∗
A†(M0) .
Puisque FA† est plat, on en de´duit des isomorphismes canoniques [Bour, AC
I, §2, no 6, prop. 6 et Rq. 1]
Mσ0 ∩M
σ ≃ F ∗A†(M0) ∩ F
∗
A†(M) ≃ F
∗
A†(M0 ∩M) =M
σ
0 ⊂M
σ ;
d’ou` un morphisme de Frobenius
φM0 : M
σ
0 → M0
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de´fini par φM0 = φM0|Mσ0 = φM |Mσ0 = φM|Mσ0 , et φM0 est un isomorphisme car
φM0 = φM0 ⊗A† Aˆ en est un.
Comme on a des inclusions e´videntes
M0 ⊂
⋂
n
Im{φnM : F
n∗
A† (M)→ M} ⊂
⋂
n
Im{φnM : F
n∗
Aˆ
(M)→M} =M0 ,
que le comple´te´ de M0 est M0 et que
⋂
n Im{φ
n
M : F
n∗
A† (M) → M} est un
A†-module de type fini, il en re´sulte une e´galite´
M0 ⊗A† Aˆ =
(⋂
n
Im{φnM : F
n∗
A† (M)→ M}
)
⊗A† Aˆ ;
d’ou`, par fide`le platitude de Aˆ sur A†, la deuxie`me e´galite´ du lemme
M0 =
⋂
n
Im{φnM : F
n∗
A† (M)→M}. 
Plus ge´ne´ralement que pour la seule partie de pente ze´ro, on a :
Proposition (5.4.2.3).
(a) Avec les notations de 5.3, soient M un A†-module de type fini, M =
M ⊗A† Aˆ et N un sous-Aˆ-module de M. Alors les proprie´te´s suivantes
sont e´quivalentes :
(i) il existe un sous-A†-module N de M tel que N = N ⊗A† Aˆ .
(ii) (N ∩M)⊗A† Aˆ ≃ N .
Si ces proprie´te´s (i) et (ii) sont satisfaites, alors N = N ∩M .
(b) Soit (M,φM) ∈ F a-Mod (A†) un F -module surconvergent, (M, φM) le
F -module convergent associe´ (M, φM) et
(N , φN ) →֒ (M, φM)
un sous-F -module convergent.
On suppose de plus qu’il existe un sous-A†-module N de M tel que
N = N ⊗A† Aˆ. Alors, on a un isomorphisme canonique
N = N ∩M ,
et N est φM -stable, donc muni d’un Frobenius
φN : F
∗
A†(N) := N
σ → N
de´fini par φN = φN|Nσ = φM |Nσ = φM|Nσ . De plus φN est un isomor-
phisme si et seulement si φN en est un.
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(c) Situation comme en (a) en supposant (i) et (ii) ve´rifie´es : on suppose
de plus que M , M, N sont munis de connexions ∇M ,∇M,∇N , telles
que ∇M = (∇M)|M ,∇N = (∇M)|N . Alors N est muni d’une connexion
de´finie par
∇N = (∇N )|N = (∇M)|N = (∇M)|N .
(d) Supposons (b) et (c) ve´rifie´es. Si φM et φN sont horizontaux alors
φN : (N
σ,∇σ)→ (N,∇)
est aussi un morphisme horizontal.
(e) Les proprie´te´s (a),(b),(c),(d) subsistent en remplac¸ant A† par A†K et Aˆ
par AˆK.
Preuve de la proposition.
(a) Supposons (i) et notons
N ′ = N ∩M ;
comme on a des inclusions e´videntes
N ⊂ N ′ ⊂ N ,
que le comple´te´ de N est N et que N ′ est un A†-module de type fini, il en
re´sulte une e´galite´
N ⊗A† Aˆ = N
′ ⊗A† Aˆ ,
donc, par fide`le platitude de Aˆ sur A†, l’e´galite´ N = N ∩M . D’ou` (ii).
L’implication re´ciproque est claire.
(b) D’apre`s (a) on a
N = N ∩M .
Notons
Mσ = F ∗A†(M) , N
σ = F ∗A†(N) ,
Mσ = F ∗
Aˆ
(M) , N σ = F ∗
Aˆ
(N ) ;
on a alors des isomorphismes
Mσ ≃Mσ ⊗A† Aˆ ≃ F
∗
A†(M) , N
σ ≃ Nσ ⊗A† Aˆ ≃ F
∗
A†(N ) .
Puisque FA† est plat, on de´duit de [Bour, AC I, §2, no 6, prop. 6 et Rq. 1] les
isomorphismes du lemme suivant :
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Lemme (5.4.2.4).
N σ ∩Mσ ≃ F ∗A†(N ) ∩ F
∗
A†(M) ≃ F
∗
A†(N ∩M) = N
σ ⊂Mσ .
D’ou`, par intersection a` partir de φN et φM , un morphisme de Frobenius
φN : N
σ → N
de´fini par φN = φN|Nσ = φM |Nσ = φM|Nσ .
Par fide`le platitude de Aˆ sur A†, φN est un isomorphisme si et seulement si
φN = φN ⊗A† Aˆ en est un.
(c) On de´duit de [Bour, AC I, §2, no 6, prop. 6 et Rq. 1] le lemme suivant :
Lemme (5.4.2.5). Avec les notations pre´ce´dentes on a un isomorphisme
N ⊗A† Ω
1
A† ≃ (N ⊗Aˆ Ω
1
Aˆ
) ∩ (M ⊗A† Ω
1
A†) .
Graˆce a` ce lemme (5.4.2.5) les connexions
∇N : N → N ⊗Aˆ Ω
1
Aˆ
et
∇M : M →M ⊗A† Ω
1
A†
permettent de de´finir encore par intersection, a` la manie`re de [Et 4, §4], une
connexion
∇N : N → N ⊗A† Ω
1
A†
telle que
∇N = ∇N|N = ∇M |N = ∇M|N .
(d) Par l’injectivite´ des fle`ches
(N, φN) →֒ (M,φM)
et
(N, φN) →֒ (N , φN )
la commutation de φN et ∇N re´sulte de celle de φM , ∇M d’une part et de
celle de φN ,∇N d’autre part.
(e) Moyennant le lemme suivant, les preuves sont analogues.
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Lemme (5.4.2.6). En munissant A†K = A
† ⊗V K (resp. AˆK = Aˆ⊗V K) de
la norme extension naturelle de la norme p-adique de A† (resp. Aˆ), on note(̂
A†K
)
le se´pare´ comple´te´ de A†K. Soit M un A
†
K-module de type fini : on le
munit de la norme p-adique et on note Mˆ son se´pare´ comple´te´ pour cette
topologie. Alors :
(i) AˆK est se´pare´ et complet.
(ii) On a un isomorphisme isome´trique
(̂
A†K
)
≃ AˆK .
(iii) On a un isomorphisme isome´trique Mˆ ≃ AˆK ⊗A†
K
M .
Preuve du lemme.
(i) Que AˆK soit se´pare´ est clair. Soit (aν)ν une suite de Cauchy dans AˆK :
pour tout ε > 0 il existe un entier N0 tel que, pour tous entiers naturels
ν, µ, ν > N0, on ait |aν+µ − aν | < ε ; en particulier pour 0 < ε < 1 on a
|aν+µ − aν | ∈ Aˆ. Choisissons un entier N(ν) tel que p
N(ν)aν ∈ Aˆ ; puisque
|pN(ν)aν+µ − p
N(ν)aν | =
1
pN(ν)
|aν+µ − aν | < ε
on en de´duit que, pour tous entiers naturels ν, µ, ν > N0, on a p
N(ν)aν+µ ∈ Aˆ
et que, pour ν > N0, (p
N(ν)aν+µ)µ est une suite de Cauchy de Aˆ ; notons
b ∈ Aˆ la limite de cette suite. Il est alors clair que
b
pN(ν)
= lim
n→∞
an .
(ii) D’apre`s [B-G-R, §2.1.7, prop 4] et la comple´tude de AˆK on a les
isomorphismes isome´triques suivants :(̂
A†K
)
≃ Â†⊗ˆVˆKˆ = Aˆ⊗ˆVK ,
AˆK =
̂ˆ
AK ≃ Aˆ⊗ˆVK ;
d’ou` le (ii).
(iii) Notons M ′ = AˆK ⊗A†
k
M : c’est un AˆK-module de type fini que l’on
peut de´crire comme le quotient M ′ = M ′′/N d’un module libre de type fini
M ′′ par un sous-module N . D’apre`s [B-G-R, §2.1.1 prop 3 et §2.1.5 prop 6]
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M ′′ est complet, donc M ′ aussi [B-G-R, §2.1.2 prop 3]. Ainsi, compte tenu
du (ii), on a M ′ ≃ Mˆ ′, i.e [B-G-R, §2.1.7 prop 4 et prop 6 (i)]
M ′ ≃ AˆK⊗ˆAˆKMˆ ≃ Mˆ .
D’ou` le lemme. 
On va en de´duire le crite`re suivant de surconvergence pour les sous-objets
des F -isocristaux, pour la de´finition desquels nous renvoyons a` [B 2] :
Corollaire (5.4.2.7).Soient X comme en (5.4.1), (E, φE) ∈ F -Isoc†(X/K)
un F -isocristal surconvergent [B 2, (2.3.7)] et (E , φE) ∈ F -Isoc(X/K) le F -
isocristal convergent associe´ : on note (M,φM ,∇M) le A
†
K-module associe´ a`
E par l’e´quivalence de cate´gories de Berthelot [B 2, (2.5.8)] et (M, φM,∇M)
le AˆK-module associe´ a` E [Et 8]. Conside´rons un sous-objet
(E ′, φE ′) →֒ (E , φE)
de (E , φE) et notons
(N , φN ,∇N ) →֒ (M, φM,∇M)
le AˆK-module associe´ a` E ′ [Et 8]. Alors on a e´quivalence entre les proprie´te´s
suivantes :
(i) (E ′, φE ′) provient d’un objet (E ′, φE′) ∈ F -Isoc†(X/K) par le foncteur
d’oubli [B 2, (2.3.9)]
F -Isoc†(X/K)→ F -Isoc(X/K) .
(ii) (N ∩M)⊗A†
K
AˆK ≃ N .
Preuve du corollaire. Supposons (i) : il existe E ′ ∈ F -Isoc†(X/K) avec pour
image E ′ par le foncteur d’oubli
F -Isoc†(X/K)→ F -Isoc(X/K) .
L’injection E ′ →֒ E se rele`ve alors par la pleine fide´lite´ du foncteur d’oubli
e´tablie par Kedlaya [Ked 2, Theo 5.2.1] en une injection E ′ →֒ E : par
l’e´quivalence de cate´gories de Berthelot [B 2, (2.5.8)] il en re´sulte une injection
entre A†K- modules projectifs de type fini N →֒ M telle que
N ≃ N ⊗A†
K
AˆK .
44
Le (ii) re´sulte alors de la proposition (5.4.2.3)(e ; proprie´te´ (a)).
Re´ciproquement supposons (ii) et posonsN = N∩M . D’apre`s [(5.4.2.3)(a)
et (e)] N est muni d’une connexion ∇N et d’un Frobenius φN qui est un iso-
morphisme horizontal : d’apre`s l’e´quivalence de cate´gories de Berthelot [B 2,
(2.5.8)] il existe un objet (E ′, φE′) ∈ F -Isoc†(X/K) associe´ a` (N, φN ,∇N).
Compte tenu de l’isomorphisme
(N, φN ,∇N)⊗A†
K
AˆK ≃ (N , φN ,∇N ) ,
(E ′, φE ′) provient de (E ′, φE′) ∈ F -Isoc†(X/K) par le foncteur d’oubli. D’ou`
le corollaire. 
5.4.3 Premier contre-exemple : les courbes elliptiques
de Legendre
Soient k = Fp le corps fini a` p e´le´ments, k une cloˆture alge´brique de k,
λ ∈ k, λ 6= 0, 1, k(λ) = Fqλ le corps re´siduel de λ, et Xλ la courbe elliptique
d’e´quation affine y2 = x(x− 1)(x− λ) .
Si p 6= 2, soit Hp le polynoˆme suivant
Hp(λ) =
i= p−1
2∑
i=0
(
p−1
2
i )
2 λi .
Alors par de´finition on a
(i) Xλ est supersingulie`re ⇐⇒ Hp(λ) = 0
(ii) Xλ est ordinaire ⇐⇒ Hp(λ) 6= 0.
Sur cette caracte´risation on constate que les courbes elliptiques ordinaires
sont les plus nombreuses ; pour p > 2 donne´ il y a au plus [p/12]+2 courbes
elliptiques supersingulie`res (a` isomorphisme pre`s).
La fonction zeˆta de Xλ s’e´crit :
Z(Xλ/k(λ), t) =
(1− αλt)(1− βλt)
(1− t)(1− qt)
=
det(1− tF ;H1cris(Xλ/Wλ))
(1− t)(1− qt)
,
ou`Wλ est l’anneau W (k(λ)) des vecteurs de Witt de k(λ) et αλ , βλ sont des
entiers alge´briques e´le´ments d’une extension finie Kλ du corps des fractions
de Wλ tels que βλ = qλ/αλ. Soit v l’extension a` Kλ de la valuation p-adique
telle que v(qλ) = 1. Il n’y a alors que deux possibilite´s :
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(i) ou bien v(αλ) = v(βλ) = 1/2, auquel cas Xλ est supersingulie`re,
(ii) ou bien v(αλ) = 0, v(βλ) = 1, auquel cas Xλ est ordinaire.
Dans le cas ordinaire (qui est ”le plus courant”) on s’inte´resse a` voir com-
ment αλ varie avec λ : pour c¸a on conside`re la famille des courbes elliptiques
de Legendre f : X → S sur le Fp-sche´ma lisse S = Spec(Fp[λ][
1
λ(1−λ)Hp(λ)
])
et les fonctions ge´ne´ratrices
L(R1fcris∗(OX/W ), t) :=
∏
s∈|S|
[(1− βst
deg s)(1− αst
deg s)]−1 ,
L0(R
1fcris∗(OX/W ), t) = L(R
1fe´t∗(Zp)⊗Zp OX/W , t) =
∏
s∈|S|
(1− αst
deg s)−1
dans lesquelles
deg s = [k(s) : Fp] .
Par [B-B-M] on sait que R1fcris∗(OX/W ) est un F -cristal localement libre de
rang 2 et R1fe´t∗(Zp) ⊗Zp OX/W est son sous-F -cristal unite´. Le F -isocristal
convergent associe´ a` R1fcris∗(OX/W ) par la construction de Berthelot [B 2,
(2.4.2)] n’est autre que E := R1fconv∗(OX/Qp) et ce dernier provient en fait
du F -isocristal surconvergent E := R1frig∗(OX/Qp) [Et 4, the´ore`me 7] : il
re´sulte alors de [E-LS 1] et de [Ked 1] que la fonction L(R1fcris∗(OX/W ), t)
est rationnelle.
D’autre part on sait depuis Dwork [Dw 3] que la fonction L0(R
1fcris∗(OX/W ), t)
est me´romorphe.
Notons A0 = Fp[λ][
1
λ(1−λ)Hp(λ)
], A = Zp[λ][
1
λ(1−λ)Hp(λ)
], A† le comple´te´
faible de A, Aˆ le comple´te´ de A, A†Qp = A
† ⊗Zp Qp, AˆQp = Aˆ ⊗Zp Qp,
FA† : A
† → A† un rele`vement du Frobenius de A0 au-dessus du Frobenius σ
de Zp, FAˆ = FA† ⊗A† Aˆ et FA†
Qp
= FA† ⊗Zp Qp, FAˆQp = FAˆ ⊗Zp Qp.
Rappelons que FA† est automatiquement fini et fide`lement plat [Et 3, the´o
17], et que la donne´e d’un rele`vement FAˆ : Aˆ → Aˆ du Frobenius de A0 au-
dessus du Frobenius σ de Zp est e´quivalente [Et 6, cor. (3.1.4)] a` la donne´e
d’un FA† tel que FAˆ = FA† ⊗A† Aˆ.
Puisque S est un Fp-sche´ma affine et lisse, la donne´e du F -isocristal surcon-
vergent E = R1frig∗(OX/Qp) est e´quivalente [B 2, (2.5.8)] a` la donne´e d’un
A†Qp-module projectif de type fini MQp, muni d’une connexion inte´grable
∇MQp et d’un isomorphisme horizontal φMQp : F
∗
A†
Qp
(MQp) → MQp. Soit
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(MQp, φMQp ,∇MQp ) le AˆQp-module de´duit de (MQp, φMQp ,∇MQp ) par le chan-
gement de base A†Qp → AˆQp :MQp n’est autre que le AˆQp-module associe´ dans
[Et 8] au F -isocristal convergent correspondant a` R1fcris∗(OX/W ).
Il se trouve aussi que la donne´e de R1fcris∗(OX/W ) fournit d’apre`s Katz [K
2, § II] un Aˆ-module projectif de type finiMmuni d’une connexion inte´grable
∇M et d’une isoge´nie φM : F ∗Aˆ(M)→M commutant a` la connexion, et l’on
a un isomorphisme canonique
MQp =M⊗Aˆ AˆQp .
Il est a` noter que le Frobenius φM de´pend du rele`vement FAˆ du Frobenius de
A0 : pour deux tels rele`vements F1Aˆ et F2Aˆ les Frobenius φ1M, φ2M correspon-
dants sont relie´s par un isomorphisme χ(F1, F2) provenant de la connexion
et qui rend commutatif le diagramme suivant [K 1, §(1.3)] :
F ∗
1Aˆ
(M)
φ1M //
≃χ(F1,F2)

M
F ∗
2Aˆ
(M)
φ2M
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o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
.
Pre´cisons la provenance de M : soit h : X → S = Spec A le rele`vement
e´vident de f au-dessus de Zp et h
† : X † → S† := Spec A† [resp. hˆ : Xˆ →
Sˆ := Spec Aˆ] l’image inverse de h par le changement de base de A a` A† [resp.
de A a` Aˆ] ; alorsM est le H1de Rham de hˆ [K 1, § 8] etM est un Aˆ-module
libre de rang 2 sur ω et ω′ ou`
ω est la classe de la diffe´rentielle de premie`re espe`ce dx/y ,
ω′ = ∇(d/dλ)(ω) .
La filtration de Hodge est spe´cifie´e par
Fil1M = Aˆω ⊂M .
La donne´e deM et MQp fournit d’apre`s [F-R, §4] un A
†-module projectif de
type fini M = MQp ∩M et l’on a des isomorphismes canoniques
M = M ⊗A† Aˆ , MQp = M ⊗A† A
†
Qp
.
Notons
Mσ = F ∗A†(M) , M
σ
Qp
= F ∗
A†
Qp
(MQp) ,
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Mσ = F ∗
Aˆ
(M) , MσQp = F
∗
AˆQp
(MQp) ;
on a alors des isomorphismes
Mσ ≃Mσ ⊗A† Aˆ , (MQp)
σ ≃Mσ ⊗A† A
†
Qp
= (Mσ)Qp ,
(MQp)
σ ≃ (Mσ)Qp ≃ (MQp)
σ ⊗A†
Qp
AˆQp ≃M
σ ⊗A† AˆQp .
Lemme (5.4.3.1). Avec les notations pre´ce´dentes on a un isomorphisme
Mσ ≃Mσ ∩MσQp ⊂M
σ
Qp
.
Preuve du lemme. Le A†-module Mσ est plat pour le A†-module AˆQp [Bour,
AC I, §2, no 2, de´f 1], car Mσ est un A†-module plat, puisque FA† est plat et
M est projectif de type fini sur A†. Donc on a un isomorphisme canonique
[Bour, AC I, §2, no 6, prop. 6 et Rq 1] et [Et 4, cor de prop.2]
Mσ ∩ (MQp)
σ = (Mσ⊗A† Aˆ)∩ (M
σ ⊗A† A
†
Qp
) ≃Mσ⊗A† (Aˆ∩A
†
Qp
) =Mσ . 
Les Frobenius φM : F
∗
Aˆ
(M) →M et φMQp : F
∗
A†
Qp
(MQp) → MQp permettent
alors, graˆce au lemme (5.4.3.1), de de´finir par intersection, a` la manie`re de
[Et 4, cor de prop. 7], un morphisme de Frobenius
φM : M
σ →M
tel que φM = φM|Mσ = φMQp |Mσ = φMQp |Mσ .
De la meˆme fac¸on on e´tablit le lemme suivant :
Lemme (5.4.3.2). Avec les notations pre´ce´dentes on a un isomorphisme
M ⊗A† Ω
1
A† ≃ (M⊗Aˆ Ω
1
Aˆ
) ∩ (MQp ⊗A†
Qp
Ω1
A†
Qp
) .
Graˆce a` ce lemme (5.4.3.2) les connexions
∇M :M→M⊗Aˆ Ω
1
Aˆ
et
∇MQp : MQp →MQp ⊗A†
Qp
Ω1
A†
Qp
permettent de de´finir encore par intersection, a` la manie`re de [Et 4, §4], une
connexion
∇M : M →M ⊗A† Ω
1
A†
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telle que
∇M = ∇M|M = ∇MQp |M = ∇MQp |M .
On a vu ci-dessus que ∇MQp et φMQp commutent, il en donc de meˆme pour
∇M et φM .
Le sous-F -cristal unite´ R1fe´t∗(Zp) ⊗Zp OX/W de R
1fcris∗(OX/W ) fournit
de meˆme par Katz [K 2, §II] un Aˆ-module projectif de type fini M0 muni
d’une connexion inte´grable ∇M0 et d’une isoge´nie φM0 : F
∗
Aˆ
(M0) → M0
commutant a` la connexion ; M0 est aussi le sous-module de M de´fini dans
le lemme (5.4.2.1) ci-dessus . En fait M0 est libre de rang un sur Aˆ [K 1,
§8], [vdP, (7.12)] avec pour base u = βω − λ(1 − λ)ω′ , β ∈ Aˆ, telle que
φM0(u) = φM(u) = u. La filtration
(5.4.3.3) 0 ⊂M0 ⊂M
en sous-modules φM-stables fait de (M, φM) un F -module ordinaire [K 1] et
l’on a un isomorphisme de Aˆ-modules
(5.4.3.4) M≃M0 ⊕ Fil
1 M .
En proce´dant a` une e´tude locale de la famille de Legendre [Deℓ 2, §2.1.4],
[K 1, §7] il se trouve que M0 et Fil1 M sont en dualite´ par la dualite´ de
Poincare´ qui respecte l’action du Frobenius [loc. cit.] : pour les ≪rele`vements
excellents≫du Frobenius qui induisent une action sur Fil1 M [cf (5.2)], la
dualite´ de Poincare´ permet d’en de´duire l’action du Frobenius sur la partie
unite´ M0.
Nous sommes a` pre´sent en mesure d’e´noncer notre premier contre-exemple
promis en 5.1 :
The´ore`me (5.4.3.5). Avec les notations pre´ce´dentes la filtration (5.4.3.3)
ne se rele`ve pas en une filtration de M , plus pre´cise´ment il n’existe pas de
sous-A†-module M0 de M tel que l’on ait un isomorphisme canonique
M0 =M0 ⊗A† Aˆ .
Preuve du the´ore`me.Par l’absurde supposons l’existence d’un sous-A†-module
M0 de M ve´rifiant un isomorphisme canonique
M0 =M0 ⊗A† Aˆ .
Notons
M ′0 =M0 ∩M ;
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comme on a les inclusions e´videntes
M0 ⊂M
′
0 ⊂M0 ,
que le comple´te´ de M0 est M0 et que M
′
0 est un A
†-module de type fini, il
en re´sulte une e´galite´
M0 ⊗A† Aˆ =M
′
0 ⊗A† Aˆ ,
d’ou` l’e´galite´
M0 = M
′
0 =M0 ∩M.
Comme pour le lemme (5.4.3.1) on e´tablit l’isomorphisme
Mσ0 ≃M
σ
0 ∩M
σ ⊂Mσ ;
d’ou` un morphisme de Frobenius
φM0 : M
σ
0 →M0
de´fini par φM0 = φM0|Mσ0 = φM |Mσ0 = φM|Mσ0 .
Par le lemme (5.4.2.5) on a un isomorphisme
M0 ⊗A† Ω
1
A† ≃ (M0 ⊗Aˆ Ω
1
Aˆ
) ∩ (M ⊗A† Ω
1
A†) ;
d’ou` une connexion
∇M0 :M0 →M0 ⊗A† Ω
1
A†
de´finie par
∇M0 = ∇M0|M0 = ∇M |M0 = ∇M|M0 .
Comme ∇M et φM commutent, il en est de meˆme de ∇M0 et φM0 et de
∇M0Qp et φM0Qp : par l’e´quivalence de cate´gories de Berthelot [B 2, (2.5.8)] le
sous-F -isocristal convergent E0 du F -isocristal surconvergent R1frig∗(OX/Qp)
correspondant a` R1fe´t∗(Zp) ⊗Zp OX/W serait surconvergent, i.e. serait dans
l’image essentielle du foncteur d’oubli [B 2, (2.3.8)]
F -Isoc†(S/Qp)→ F -Isoc(S/Qp) .
Nous allons prouver qu’il n’en est rien.
Compte tenu de l’isomorphisme M0 = M0 ⊗A† Aˆ, il existe
µ ∈ Aˆ× := { e´le´ments inversibles de Aˆ} tel que
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µu = µβω − µλ(1− λ)ω′ ∈M0 ;
puisque λ(1 − λ) ∈ A†× := { e´le´ments inversibles de A†}, on en de´duit que
µ ∈ A†×, donc aussi β ∈ A†×. Au final ceci prouverait que le ge´ne´rateur u de
M0 comme Aˆ-module serait aussi ge´ne´rateur de M0 comme A†-module : on
aurait alors (et ceci quel que soit le rele`vement FAˆ du Frobenius de A0)
(5.4.3.6) φM0(u) = φM(u) ∈M0 ⊂M0,
(5.4.3.7) ∇M0(d/dλ)(u) = ∇M(d/λ)(u) ∈M0 ⊂M0 .
Arrive´ a` ce stade du raisonnement nous allons a` pre´sent choisir pour rele`vement
FAˆ le rele`vement canonique ϕcan (rele`vement excellent du Frobenius dans la
terminologie de Dwork) et nous noterons
φM(ϕcan) : ϕ
∗
can(M)→M
le Frobenius de M pour insister sur sa de´pendance en ϕcan. D’apre`s [vdP,
(7.14), (7.16)], [Dw 4] on a
(5.4.3.8) φM(ϕcan)(u) = ξu , ξ = (−1)
p−1
2
α(λ)
α(ϕcan(λ))
∈ A†
ou` α est la fonction hyperge´ome´trique
α(λ) := F (
1
2
,
1
2
, 1, λ) :=
∞∑
i=0
(
(1
2
)
i
i!
)2
λi ,
(
1
2
)
i
:=
j=i−1∏
j=0
(
1
2
+ j
)
,
(5.4.3.9) ∇M(d/λ)(u) = ηu , η = −
α′(λ)
α(λ)
∈ Aˆ \A† .
La relation (5.4.3.9) contredit (5.4.3.7). Ceci ache`ve la preuve du the´ore`me
(5.4.3.5). 
Chemin faisant nous avons en partie prouve´ le corollaire suivant :
Corollaire (5.4.3.10).Avec les notations de (5.4.3) le F -isocristal convergent
associe´ a` R1fcris∗(OX/W ) par la construction de Berthelot [B 2, (2.4.2)] n’est
autre que E := R1fconv∗(OX/Qp) et ce dernier provient du F -isocristal sur-
convergent E := R1frig∗(OX/Qp) par le foncteur d’oubli [B 2, (2.3.8)]
F -Isoc†(S/Qp)→ F -Isoc(S/Qp) .
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Le sous-F -isocristal convergent unite´ E0 de E associe´ a`
R1fe´t∗(Zp) ⊗Zp OX/W n’est pas surconvergent, i.e. il n’est pas dans l’image
essentielle du foncteur d’oubli
F -Isoc†(S/Qp)→ F -Isoc(S/Qp)
bien que E lui-meˆme soit dans l’image de ce foncteur d’oubli.
Preuve du corollaire. Supposons par l’absurde qu’il existe E0 ∈ F -Isoc
†(S/Qp)
avec pour image E0 par le foncteur d’oubli
F -Isoc†(S/Qp)→ F -Isoc(S/Qp) .
L’injection E0 →֒ E se rele`ve alors par la pleine fide´lite´ du foncteur d’oubli
e´tablie par Kedlaya [Ked 2, Theo 5.2.1] en une injection E0 →֒ E : par
l’e´quivalence de cate´gories de Berthelot [B 2, (2.5.8)] il en re´sulte une injection
entre A†Qp- modules projectifs de type fini M0Qp →֒ MQp ; avec les notations
utilise´es dans la preuve du the´ore`me (5.4.3.5) posons
M0 :=M0 ∩M0Qp .
Graˆce a` [F-R, §4] on en de´duit une injection M0 →֒ M telle que
M0 =M0 ⊗A† Aˆ , M0Qp =M0 ⊗A† A
†
Qp
;
ce qui est impossible d’apre`s le the´ore`me (5.4.3.5). D’ou` le corollaire. 
Remarques (5.4.3.11). Le corollaire (5.4.3.10) et les relations (5.4.3.8)(5.4.3.9)
peuvent se paraphraser en disant deux choses :
(i) Dans la base u deM0, φM0(ϕcan) est surconvergent et∇M0 ne l’est pas : le
corollaire (5.4.3.10) nous dit qu’on ne peut pas faire mieux, i.e. qu’il n’existe
aucun rele`vement FAˆ du Frobenius de A0 ni aucune base deM0 dans laquelle
a` la fois φM0(FAˆ) et ∇M0 soient surconvergents.
(ii) Bien que M0 soit surconvergent au sens de Dwork (i.e. existence
d’un Frobenius FAˆ et d’une base de M0 tels que la matrice de φM0 soit sur-
convergente, c’est-a`-dire a` coefficients dans A† : avec les notations ci-dessus
la matrice de φ1M peut eˆtre surconvergente et pas celle de φ1M, la diffe´rence
provenant de la matrice de χ(F1, F2)),
la filtration par les pentes (5.4.3.3)M0 ⊂M ne se rele`ve pas en une
filtration analogue de M , sinon M0 serait surconvergent au sens de
Berthelot, ce qui n’est pas le cas.
Cette surconvergence au sens de Dwork de M0 permet cependant de lui ap-
pliquer la formule des traces de Monsky et d’en de´duire la me´romorphie de
la fonction L(X,M0, t).
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5.4.4 Deuxie`me contre-exemple : les courbes modulaires
Soient k = Fp, N > 3 un entier premier a` p, Y0(N) la courbe modulaire
affine lisse sur Zp espace de modules de courbes elliptiques avec structure
de niveau de type Γ0(N). On note A → Y0(N) la courbe elliptique univer-
selle. Soient Y0(N)k la fibre spe´ciale de Y0(N), X ⊂ Y0(N)k l’ouvert qui pa-
rame´trise les courbes elliptiques ordinaires [F-C,V, §7, p.192] et U ⊂ Y0(N)
un sous-sche´ma ouvert de fibre spe´ciale X . On de´signe par X le comple´te´
formel de U le long de X : c’est un Zp-sche´ma formel inde´pendant du choix
de U . Conside´rons le proble`me de module AordN qui associe a` tout Zp-sche´ma
localement noethe´rien S dans lequel p est localement nilpotent, l’ensemble
des classes d’isomorphismes
AordN (S) = {(B, δN)}/ ≃
ou` B est un S-sche´ma abe´lien de dimension relative 1 muni d’une polarisation
principale tel que toutes les fibres ge´ome´triques de B → S sont des courbes
elliptiques ordinaires et δN est une structure de niveau N . Alors A
ord
N est ind-
repre´sentable par X [A-M, §8]. La courbe elliptique formelle universelle C →
X est la comple´te´e formelle de l’image inverse de A → Y0(N) par la fle`che
U →֒ Y0(N) ; de plus C → X rele`ve la courbe elliptique ordinaire universelle
f : C → X . Ainsi E = R1frig∗(C/X ) est un F -isocristal surconvergent sur X
de rang 2 [B 2, (2.3.8)(iii)] [Et 4, the´o 7] ; notons E le F -isocristal convergent
associe´ a` E par le foncteur d’oubli
F -Isoc†(X/Qp)→ F -Isoc(X/Qp) .
Le sous-F -isocristal unite´ E0 de E est l’isocristal associe´, par la construction
de Berthelot [B 2, 2.4], au F -cristal unite´ de rang 1 R1fe´t∗(Zp) ⊗Zp OX/Zp :
ce F -cristal unite´ correspond a` une repre´sentation [K 4]
ρ : Π1(X, x)→ Z
×
p
ou` x est un point ge´ome´trique de X fixe´. D’apre`s un the´ore`me de Igusa [Ig],
[K 4, 4.3] l’image par ρ du groupe d’inertie en chaque point supersingulier
est e´gale a` Z×p tout entier : en particulier ρ n’est pas a` monodromie locale
finie [C, §3], donc d’apre`s Crew [C, theo 4.12] E0 ne provient pas d’un F -
isocristal surconvergent par le foncteur d’oubli ci-dessus. Cependant, d’apre`s
un the´ore`me de Brinon-Mokrane [Bri-Mo, the´o 1.1], le ≪rele`vement cano-
nique≫ φ : X → X du Frobenius de X , issu de la the´orie des sous-groupes
canoniques de Abbes-Mokrane [A-M], fournit un Frobenius surconvergent
ΦE0 : φ
∗E0 → E0 .
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Ainsi les analogues du the´ore`me (5.4.3.5), du corollaire (5.4.3.10)
et des remarques (5.4.3.11) s’appliquent inte´gralement a` ce nouvel
exemple : en particulier
(i) E0 est surconvergent au sens de Dwork mais pas au sens de Berthelot.
(ii) malgre´ la surconvergence de E0 au sens de Dwork la filtration E0 ⊂ E ne
se rele`ve pas en une filtration analogue de E.
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